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Предисловие ко второму изданию

Режимы с обострением. Новые горизонты

Г. Г. М алинецкий

Совершенствования науки следует ждать не 
от способности или проворства какого-нибудь 
отдельного человека, а от последовательной 
деятельности многих поколений, сменяющих 
друг друга.

Ф.Бэкон

Развитие традиции. С момента первого издания книги «Режимы 
с обострением» [1] прошло несколько лет. За это время и в самой 
теории, и в ее приложениях удалось значительно продвинуться вперед. 
И среди сделанного трудно даже упомянуть все наиболее интересные 
исследования. Поэтому, оглядываясь на эти годы, проще поступить 
иначе. Так, как советовал во время подготовки обзорных докладов по­
ступать Сергей Павлович — в одной части выделить то, что развивает 
традицию, что позволяет ответить на уже заданные вопросы. В дру­
гой — обсудить новые идеи, взаимосвязи, проблемы, появляющиеся 
в обсуждаемой области.

Начать, наверно, следует с того, что значение теории режимов 
с обострением в эти годы росло. Почему? В одной из недавно вышед­
ших книг в серии «Синергетика: от прошлого к будущему» профессор 
Д. С. Чернавский охарактеризовал синергетику, как «науку о неустой­
чивых процессах» [2]. Однако неустойчивости, характерные для ли­
нейных систем, связаны с экспоненциальным ростом (или с ростом по 
закону геометрической прогрессии в дискретном времени).

Более глубокое понимание реальности связано с исследованием 
нелинейных систем. Простейший признак нелинейных систем — воз­
можность более быстрого отклонения от состояния равновесия, взрыв­
ной рост, происходящий не за бесконечное (как для линейных систем), 
а за конечное время. Но именно такие объекты и являются предметом 
исследования теории режимов с обострением.

Традиционная проблематика теории режимов с обострением, как 
математической теории, связана с компьютерным исследованием нели­
нейных математических моделей, для которых характерны решения, 
несуществующие в целом, а также с получением априорных оценок для 
времени обострения.

Сергей Павлович стремился вовлечь в развитие теории друзей, 
коллег, физиков-экспериментаторов, которые могли бы проверить пред­
сказания теории. И это давало в прошлом и дает сейчас свои плоды.
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Профессор Алексей Георгиевич Свешников — создатель научной 
школы в области математической теории дифракции, много лет за­
ведовавший кафедрой математики физического факультета МГУ, — 
вспоминает, что именно после одной из бесед с Сергеем Павловичем 
у него возник интерес к математическим аспектам теории режимов 
с обострением.

Одним из важных результатов, полученных в этой области, стала 
теория разрушения решений нелинейных краевых задач для нелиней­
ных уравнений псевдопараболического типа.

В рамках этих исследований, в частности, рассматриваются следу­
ющие уравнения:

|  ( д ^  +  div ( |Ѵ ^ Г 2 Ѵ*>) -  И 91 ¥>) +  § £ +  ^  +

+  ad iv  ( j V ^ W )  +  А | ^ |9;>  =  0, (1)

I  ( - д V  +  д *  +  div ( І Ѵ „ г  - 2 ѵ „ ) )  + 1  +  „ § 2 ­

-  div ( W r -2 =  0 . (2)

Эта теория была построена А. Г. Свешниковым и его ученика­
ми [3,4]. Одним из них — М. О. Корпусовым — в Институте приклад­
ной математики им. М. В. Келдыша РАН была в 2005 г. защищена 
докторская диссертация, посвященная этому важному и интересному 
классу объектов. Уравнения вида (1) возникают при математическом 
моделировании пробоя в полупроводниках. В частности, в этих моде­
лях рассматривается отрицательная дифференциальная проводимость 
среды. Замечательным свойством весьма сложных математических 
объектов такого типа является существование некоторого энергети­
ческого функционала. Оценивая изменение со временем этой «обоб­
щенной энергии», удается доказать, что решение соответствующего 
уравнения в частных производных существует конечное время.

Как правило, после того как для какой-то модели удается выявить 
неустойчивость, приводящую к режиму с обострением, начинаются 
поиски объекта, для которого этот эффект мог бы быть исследован 
экспериментально. Для обсуждаемых уравнений псевдопараболическо- 
го типа этот этап оказался уже пройден [5, 6 ]. В тесном сотрудничестве 
с экспериментаторами удалось показать, что полученные оценки для 
времен обострения соответствуют значениям, наблюдаемым при пробое 
реальных полупроводников.

В исследовании модели тепловых структур — классический объект 
теории режимов с обострением — вычислительный эксперимент сти­
мулировал теорию. До получения строгих результатов и особенности 
нестационарных диссипативных структур, и эффекты локализации бы­
ли поняты на основе многочисленных компьютерных расчетов. Любо­
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пытно, что для модели ( 1) ситуация оказалась иной — теория намного 
опередила вычислительный эксперимент.

Другое традиционное направление связано с построением двух и 
трехмерных автомодельных решений вида

T  (г, t) =  g(t) ■ f  (r/<p(t)) (3)

для модели тепловых структур

^  =  div (/s0 T a grad T )  +  qoT13, (4)

играющей ключевую роль в теории режимов с обострением. Эти ре­
шения описывают сходящиеся к центру симметрии тепловые волны 
растущей амплитуды. Функция g(t) описывает закон роста амплитуды,
<p(t) — полуширины, f  (£) — форму решения.

Поиск таких решений связан с решением сложной нелинейной 
эллиптической задачи. Принципиальным шагом в решении этой задачи 
было применение техники продолжения решения по параметру (напри­
мер, в  или а). Работа С. П. Курдюмова и Е. С. Куркиной, описываю­
щая предложенный вычислительный алгоритм и ряд принципиальных 
результатов, связанных с его применением, представлена в настоя­
щей книге.

С выяснением свойств таких автомодельных решений — так называ­
емых собственных ф ункций нелинейной среды — С. П. Курдюмов свя­
зывал законы организации процессов в нелинейных средах. Под зако­
нами организации понимаются правила, по которым простые структуры 
могут быть объединены в сложные. При таком взгляде объединение 
должно быть таким, чтобы разные части сложной структуры развива­
лись в одном темпе, с одним моментом обострения.

Почему эта задача, которой занимались и продолжают занимать­
ся более 30 лет, представляется столь важной? Одним из триумфов 
современной науки в целом и математической физики, в частности, 
представляется квантовая механика. Собственные функции, опреде­
ляющие решения уравнения Шрёдингера, позволяют найти уровни 
энергии атомов, описать и до некоторой степени понять дискретность, 
возникающую при исследовании объектов микромира.

Однако уравнение Шрёдингера — линейный объект, что много­
кратно упрощает его математическое исследование. В то же время 
в современной физике все большую роль начинают играть нелинейные 
теории. И для их успешного развития было бы очень важно знать 
свойства хотя бы простейших нелинейных сред. Представление о них 
и дает модель (4).

И здесь встает еще один глубокий вопрос, связанный с определе­
нием того уровня организации, на котором появляются диссипативные 
свойства материи, появляется необратимость. Традиционный взгляд 
теоретической физики связан с представлением о том, что законы мик­
ромира обратимы, поэтому фундаментальные уравнения должны быть
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гамильтоновыми. При этом необратимость возникает, как показывает 
классическая статистическая физика, на макроуровне.

Но есть и другая точка зрения. Ее придерживался Сергей Павлович. 
По его мнению, фундаментальные уравнения должны описываться дис­
сипативными системами, где уже определено направление движения 
времени. А тому, в такой интерпретации должна была бы соответ­
ствовать некоторая диссипативная структура в нелинейной горящей 
среде. Любопытно, что линеаризованное уравнение для собственных 
функций нелинейной среды для определенного класса сред сводится 
к стационарному уравнению Шрёдингера.

Этот подход не раз обсуждался на семинарах в Институте при­
кладной математики. Оппонентом Сергея Павловича часто выступал 
академик Яков Борисович Зельдович, считавший, что гамильтонова 
структура уравнений принципиальна и что квантовая механика слиш­
ком хороша для радикальных изменений.

С другой стороны, существует необратимость в самом процессе 
наблюдения объектов микромира. Наблюдение за микрообъектом, про­
цедура измерения связана с тем, что из вероятностного мира мы ка­
ким-то образом начинаем влиять на макроскопический объект, который 
необратимо  меняет свое состояние. Но макрообъект также должен 
подчиняться законам квантовой механики. Откуда же берется необра­
тимость?

Это — фундаментальный вопрос, на который у современной науки 
пока нет хорошего ответа.

Поэтому особенно интересны поиски ответа на него, которые ведут­
ся на основе представлений нелинейной динамики и синергетики. Как 
показывает опыт исследований многих модельных систем, накопленный 
синергетикой, для последних характерна чувствительность по от ­
ношению к начальным данным  и чувствительность по отношению  
к параметрам. Первая приводит к тому, что во многих задачах возни­
кает горизонт прогноза  — принципиальное ограничение для предска­
зания будущей динамики, а также теряет смысл отдельная траектория. 
Второе свойство делает измерение вероятностным. Параметрическая 
неустойчивость заставляет мерить характеристики системы не точно 
при данном значении параметра, а в некоторой окрестности этого зна­
чения. Появляется необходимость осреднять, а с ней и необратимость. 
Такой взгляд на необратимость развивает профессор Д. С. Чернавский 
в динамической теории информации [2].

По мнению одного из создателей синергетики, нобелевского лау­
реата И. Р. Пригожина, диссипативные члены должны присутствовать 
непосредственно в уравнениях микроскопической динамики. Свои на­
дежды на создание соответствующего математического аппарата иссле­
дователь возлагал на теорию линейных несамосопряженных операто­
ров [7]. Работы в этом направлении он и представители его научной 
школы более 10 лет вели совместно с учеными Московского государ­
ственного университета им. М. В. Ломоносова.
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В последние годы развивались и намного более радикальные кон­
цепции, претендующие на объяснение процесса редукции волнового 
пакета. Выдающийся английский математик Роджер Пенроуз выдвинул 
тезис о неполноте квантовой механики. Он выдвинул гипотезу о так 
называемой «объективной редукции» (в противовес «субъективной», 
связанной с процессом наблюдения) [8]. Объективная редукция, по его 
мнению, должна иметь место в ансамбле взаимодействующих кван­
товых объектов, если энергия всей системы достаточно велика, либо 
если «ее слишком долго не наблюдали». В этом случае становятся 
существенными такие эффекты, которые должна была бы рассмат­
ривать теория квантовой гравитации. Они в конце концов приводят 
к тому, что происходит редукция — квантовая система оказывается 
в некотором «классическом состоянии». По мнению Р. Пенроуза именно 
объективная редукция играет ключевую роль в феномене сознания. 
В настоящее время началась работа по экспериментальной проверке 
выдвинутого подхода.

Другой радикальный подход связан с попыткой объяснить, почему 
микрочастица, будучи описываема волновым пакетом, регистрирует­
ся в одном  а не в нескольких детекторах. Этот подход, связанный 
с представлением о скрытом времени, развивает сотрудник отдела 
нелинейных процессов и синергетики ИПМ  им. М. В. Келдыша РАН 
П. В. Куракин [9]. По его теории, в «скрытом времени» развертыва­
ется процесс выбора между различными детекторами, которые могут 
зарегистрировать микрочастицу. И только затем начинается движение 
микрообъекта в реальном времени.

В последнее десятилетие происходит широкое обсуждение научным 
сообществом классического квантово-механического парадокса Эйн- 
штейна-Подольского-Розена, возрождается интерес к основам кванто­
вой механики. Во многом это стимулируется развитием теории кванто­
вых вычислений, идеей квантового компьютера, проектами квантовой 
криптографии [10].

Сергей Павлович считал, что одним из рубежей современной на­
уки должно стать понимание  квантовой механики. Он надеялся, что 
развитие синергетики, теории нелинейных систем сыграет здесь прин­
ципиальную роль. Хотелось бы, чтобы эти надежды оправдались.

В науках же и искусствах... все долж­
но шуметь новыми работами и дальней­
шим продвижением вперед.

Ф. Бэкон

Новые направления. Режимы с обострением с самого начала 
их активного исследования рассматривались прежде всего как проме­
жуточная асимптотика,  дающая приближенное описание реальных 
процессов в некотором интервале масштабов. Позже выяснилось, что
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именно такая асимптотика характерна для широкого класса систем 
с сильной положительной обратной связью.

Поэтому, с точки зрения теории режимов с обострением, большое 
значение имеют экспериментальные данные, демонстрирующие такую 
асимптотику. Они показывают возможные направления развития 
теории.

Такие данные появились в последние годы в теории управления 
риском [11,12,13]. Их характерные примеры представлены на рис. 1.

Рис. 1. Характерный вид зависимости, возникающей перед катастрофами 
в сложных системах. a) Зависимость логарифма индекса Доу-Джонса (этот 
индекс определяется ценой самого эффективного пакета акций 30 ведущих 
компаний Соединенных Штатов) от времени перед Великой депрессией с 1921 
по 1930 год. Точки — это точные данные, а сплошная кривая — сглаженная 
зависимость, построенная по ним. Иллюстрация взята из работы [12]. б) Зави­
симость от времени логарифма концентрации ионов хлора перед катастрофиче­
ским землетрясением в Кобе в 1995 г. (указано в годах). Иллюстрация взята

из работы [11]

Эти графики показывают, что разные катастрофические события 
могут развиваться по одним законам. В обоих случаях представлены 
характеристики, описывающие две сложно организованные иерархиче­
ские системы: фондовый рынок и тектонический разлом — незадолго 
перед катастрофой.

В обоих случаях наблюдается быстрый катастрофический рост, на 
который накладываются ускоряющиеся колебания. Сглаженная кривая 
отлично описывается формулой

I ( t )  = A  + B  (t f  — t ) - a  [1 +  c cos (ш log (t f  — t) — y>)]. (5)

Очевидно, последняя формула также соответствует режиму с обо­
стрением.

В этой связи возникают две новые проблемы. Во-первых, важно 
было бы понять системные механизмы возникновения такой положи­
тельной обратной связи и предложить соответствующие динамические 
модели. Во-вторых, в отличие от традиционных, ранее изучавшихся
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моделей, описывающих режимы с обострением, в обсуждаемых слу­
чаях наблюдаются колебания. Частота этих колебаний меняется и 
это изменение частоты может рассматриваться как важный индикатор 
надвигающейся катастрофы. Поэтому представляется важным понять 
природу колебаний, наблюдающихся в сложных иерархических систе­
мах при приближении к моменту катастрофы. Видимо, с ответами на 
эти вопросы будет связано еще одно из направлений развития теории.

В связи с задачами теории режимов с обострением возникает 
несколько общих вопросов принципиального плана.

•  Откуда берется момент обострения? Иными словами, как 
в задачах, в постановку которых время вообще не входит, возни­
кает выделенный момент времени?

•  Что обеспечивает возможность ускоряющегося взрывного  
рост а?  В задачах горения среды это оказывается запасенная 
в среде энергия, а в демографических задачах — особенно­
сти процесса технологического роста. И важно уметь описывать 
с единых позиций не только сам процесс развития в режиме 
с обострением, но и его причины.

•  П очему прекращается развит ие в режиме с обострением? 
По всей видимости, ответы на этот вопрос уже носят частный 
характер. Прекращение развития может происходить как по при­
чине разрушения системы, так и по причине исчерпания ресурсов 
развития.

•  Что будет  после момента обострения?
Именно с этим вопросом, который более 20 лет назад задал 
академик Андрей Николаевич Тихонов на защите кандидатской 
диссертации Е. С. Куркиной, связаны многие практические на­
правления развития теории. Вопрос этот, несмотря на его вторич- 
ность по отношению к первым трем, оказывается очень глубоким. 
Действительно, очень важно и интересно понять, с точки зрения 
математики, что должно сменить асимптотику, соответствующую 
режиму с обострением, при описании реальной системы. С точки 
зрения предметной области — будь то физика, экология или де­
мография — важно было бы выяснить, какие механизмы в конце 
концов стабилизируют взрывную неустойчивость.

Фундаментальность этой проблемы можно проиллюстрировать сле­
дующим примером. Простейшей моделью теории нелинейных волн 
является уравнение

u t +  u u x =  0 , —ж < x  < ж, 
u(x,  0 ) =  u 0 (x).

Это уравнение возникает во множестве задач физики, гидродина­
мики, при описании движения потока автомобилей на дороге. Его ре­
шения для широкого класса начальных данных развиваются в режиме 
с обострением |ux(x, t)|  ^  ж  при t  ^  t f , или, как говорят, происходит 
градиентная катастрофа.
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Попытка расширить область применения модели, «заглянуть за 
момент обострения» может быть связана с учетом других физических 
процессов, стабилизирующих неустойчивость, расширение может идти 
разными путями. Один из них — введение диссипативного члена

— приводит к уравнению Бюргерса, играющему важную роль во мно­
гих прикладных задачах и в математической физике в целом (в гид­
родинамике, к примеру, этот член описывает вязкость, v =  1/Re, где 
Re — число Рейнольдса).

Другой путь связан с обобщением понятия решения, с введением 
условий на разрыве. В газовой динамике это соответствует ударным 
волнам.

И с этой точки зрения ключевое значение приобретает исследование 
явления жесткой турбулентности  и анализ простейшего модельного 
уравнения, описывающего его:

(в литературе его называют QTDGL — quintic time-dependent Ginz- 
burg-Landau equation).

Это явление состоит в редком возникновении гигантских пиков 
на турбулентном фоне. При этом для роста каждого пика при росте 
на много порядков асимптотику функции \W (x ,  t)\ определяет режим 
с обострением.

Исследование, проведенное А. Б. Потаповым и С. В. Ершовым, поз­
волило выявить и механизмы возникновения сильной положительной 
обратной связи (необходимой для режима с обострением), ограничива­
ющие факторы, и механизм «распада пика». С этой точки зрения, очень 
интересным представляется трехмерное дискретное отображение, опи­
сывающее сходную динамику, предложенное С. В. Ершовым [14, 13].

Исследование задачи (8) — нового объекта в теории режимов 
с обострением, представляется важным еще по двум причинам. Во-пер­
вых, в теории управления риском при описании различных процессов 
в нелинейных средах очень важно выделить предвестников катастро­
фических процессов, которые могли бы быть использованы при монито­
ринге опасных процессов. Модельное уравнение (8) показывает, какие 
предвестники в данном конкретном случае оказываются наиболее ин­
формативными и просто вычисляемыми. С другой стороны, существует 
ряд классических результатов, касающихся режимов с обострением 
в уравнениях шрёдингеровского типа. Их отличие от класса проблем, 
рассматривавшихся ранее в научной школе С. П. Курдюмова, состоит 
в наличии нескольких интегралов, сохраняющихся в течение всей эво­

u t +  u u x = v u xx (7)

Wt = W  +  (1 +  i d )  Wxx -  (1 +  c ) \ W \4 W , 
W (x ,  t) = u(x ,  t) + iv(x , t), 0 ^  x  ^  L,
W (x ,  0) =  W0(x),
Wx  (0, t) = Wx (L, t) =  0

(8)
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люции решения. Уравнение (8) близко к таким системам при |с1І ^  1 
и |с2І ^  1. Поэтому оно представляет своеобразный «мост» между 
двумя интересными и активно развивающимися областями нелинейной 
математической физики.

Кроме того, изучение модели (8) позволило развить в последние 
годы еще один подход, получивший название теории русел и джоке­
ров  [14, 15]. В асимптотическом анализе типично априорное выделение 
малых и больших параметров, областей медленной и быстрой динами­
ки. Вместе с тем анализ странных аттракторов достаточно большой 
размерности показывает типичность иной ситуации.

Несмотря на отсутствие в явном виде соответствующих малых и 
больших параметров, поведение исследуемой системы принципиально 
отличается в разных частях фазового пространства. В одних частях 
динамика хорошо описывается с помощью проекции исходной систе­
мы на подпространство небольшой размерности (зачастую двумерное 
или трехмерное). Такие области фазового пространства были названы 
руслами,  в пределах этих областей горизонт прогноза поведения ис­
следуемой системы может быть достаточно большим.

Однако существуют и области фазового пространства, где динамика 
«многомерна» — много различных переменных реально определяют 
поведение системы, имеют место быстрые процессы и горизонт про­
гноза поведения исследуемого объекта оказывается мал. Такие области 
были названы областями джокеров (от карточного термина «джокер». 
Джокер — карта, которой может присвоено значение любой другой 
карты. Наличие джокера резко повышает степень неопределенности, 
что используется во многих карточных играх). Более того, для русел и 
джокеров во многих ситуациях уместно различное описание. Для ру­
сел естественно детерминированное с помощью динамической системы 
небольшой размерности. Для области джокеров — вероятностное.

При этом в ряде случаев режим с обострением можно рассматри­
вать как асимптотику соответствующего руслa (именно так, к примеру, 
обстоит дело при анализе задачи (8)).

Очень важной для развития теории режимов с обострением Сергей 
Павлович считал совместную работу с демографами и изучение гло­
бальных демографических процессов. Анализ демографических, пале- 
одемографических и антропологических данных, проведенный профес­
сором С. П. Капицей, позволил установить принципиальный факт [16]. 
Известный математик, экономист, монах Мальтус, считавший, что 
численность населения Земли растет в геометрической прогрессии (по 
экспоненциальному закону), был неправ. В действительности, на про­
тяжении почти всей истории человечества закон был иным

^  =  a.N'\  
dt

т. е. скорость рост народонаселения не была постоянной, а все время 
увеличивалась.
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Это простейшая модель теории режимов с обострением. Она опи­
сывает гиперболический рост

N -------— ,
t f - t

где момент обострения t f  приходится примерно на 2025 год. Если бы 
этот закон все время имел место, то к этому времени население Земли 
должно было бы стать неограниченно большим. Однако в течение 
последних нескольких десятилетий — на наших глазах — этот закон 
ломается. Происходит глобальный демографический переход — ско­
рость роста числа людей уменьшается. Многие модели предсказывают 
стабилизацию  населения мира в XXI в. на уровне 10 + 12 млрд. чел.

Иными словами, сейчас происходит крутой поворот, не имевший 
аналогов в мировой истории: человечество именно сейчас «заглядывает 
за момент обострения», создавая и осваивая новые алгоритмы раз­
вития цивилизации. В самом деле, нынешнее жизнеобеспечивающие 
технологии в состоянии поддерживать развитие человечества только 
десятилетия, а хотелось бы рассчитывать, по крайней мере, на века. 
Это — вызов науке, равного которому в истории еще не было. Эту 
задачу Сергей Павлович считал центральной. Он полагал, что именно 
синергетика должна стать основой для стратегического прогноза и 
проектирования будущего.

С чем же связан демографический переход? f e r a e  факторы смогли 
переломить тенденцию, определявшую всю мировую историю? С чем 
связана квадратичная нелинейность — один из признаков, отличающих 
человека от всех других видов.

Первый ответ на этот важный вопрос дала теория С. П. Капицы 
и связанное с ней представление о демографическом императиве. 
В соответствии с ним, единственным параметром порядка в миро­
вой динамике, к которому подстраиваются все остальные переменные, 
является переменная N  — число людей на планете. Квадратичный 
закон роста в теории С. П. Капицы объясняется информационным вза ­
имодействием  (откуда ясен и квадратичный характер зависимости — 
число потенциальных связей между людьми пропорционально N 2).

Ранее на ключевую роль информационного взаимодействия в де­
мографии обращал внимание сотрудник Института философии РАН
B. Г. Буданов [17].

В соответствии с демографическим императивом, мир развивается 
как целостная система. Целостность эта обеспечивается информаци­
ей, которой располагает человечество и которую передает от поколения 
к поколению. Именно эта информация позволяет нашему виду не 
просто осваивать ресурсы, имеющиеся в нашей экологической нише 
(как другим видам), а постоянно расширять ее. В рамках теории
C. П. Капицы демографический спад объясняется тем, что когда ха­
рактерное время роста информационного взаимодействия становится 
порядка времени смены поколений, информационное взаимодействие
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уже не успевает подстраиваться под происходящие изменения. Челове­
чество уже не успевает развиваться в столь быстром режиме.

Сергей Павлович высоко ценил теорию С. П. Капицы. Однако в по­
следние годы в рамках научной школы С. П. Курдюмова получили 
развитие два альтернативных подхода. Оба они, как и теория С .П .Ка-  
пицы, исходят из представления о целостном, системном характере 
мировой динамики, из возможности рассматривать мир в целом как 
самоорганизующуюся систему.

Первая альтернатива, предложенная сотрудником ИПМ 
им. М. В. Келдыша РАН А. В. Подлазовым, исходит из т ехнологи­
ческого императива. В рамках этого подхода во главу угла ставятся 
жизнесберегающие технологии,  обеспечивающие продление срока 
жизни людей, уменьшающие их смертность. На Земле живет 
столько людей, сколько может быть востребовано существующими 
жизнесберегающими технологиями. Развитие последних, измеряемых 
как уменьшение коэффициента смертности, имеет биологические 
ограничения. Соответственно, демографический переход обусловлен 
насыщением жизнесберегающих технологий. Развитие человечества 
по-прежнему продолжается, но оно оказывается все менее и менее 
биологически обусловлено.

Другая альтернатива была предложена сотрудником Института Аф­
рики РАН А. В. Коротаевым, сотрудницей Российской академии госу­
дарственной службы при Президенте РФ Д. А. Халтуриной и сотруд­
ником ИПМ им. М. В. Келдыша РАН А .С.М алковы [18]. Ее можно 
назвать культурным императивом.  В рамках этого подхода счита­
ется, что параметрами порядка глобального развития являются три 
переменные: численность населения N , уровень развития экономики 
и технологий S  и уровень грамотности L. Эти переменные связаны 
системой дифференциальных уравнений

aS(1 -  L) N ,

b L N , (9)

c S (1 -  L) L.

Достоинством этой модели является то, что динамика каждой перемен­
ной может быть довольно точно восстановлена по имеющимся сейчас 
историческим данным. В частности, L  здесь — доля грамотного насе­
ления, S  — «избыточный» продукт, производимый на данном уровне 
технологического развития человечества.

Все три упомянутые модели дают один и тот же прогноз на XXI век, 
на то, что ждет человечество за точкой обострения. Это — стабили­
зация численности населения и прекращение экстенсивного, количе­
ственного экономического роста. Понятно, насколько масштабные и

<Ш_
dt
dS_
dt
dL
dt
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принципиально важные задачи встают в этой связи и перед наукой 
в целом, и перед синергетикой в частности.

Имея в виду теорию режимов с обострением и, более широко, 
теорию самоорганизации, следует подчеркнуть, что они всегда были 
тесно связаны с конкретными физическими задачами, в частности, 
с проблемами физики плазмы. При этом синергетика, зачастую, позво­
ляла привнести новые модели, методы анализа и, что еще более важно, 
новые понятия в актуальную область.

Поэтому очень важным и значимым представляется награждение 
в 2005 г. молодых сотрудников ИПМ  им. М. В. Келдыша РАН — 
А. Л. Бондаревой, Н. В. Ёлкиной и А. В. Подлазова — медалями Прези­
диума РАН за работы в области математики. Этой высокой награды 
удостоен цикл работ «Новые типы самоорганизации в нелинейных сре­
дах» [19]. Все сотрудники представляют Отдел нелинейных процессов 
и синергетики, которым в течение многих лет руководил член-корр. 
РАН С. П. Курдюмов.

В этом цикле рассмотрено формирование диссипативных структур 
и новых типов неустойчивостей в различных нелинейных средах, рас­
сматриваемых в связи с актуальными физическими проблемами. Рабо­
ты цикла начинают новые направления теории режимов с обострением. 
Поэтому кратко остановимся на них.

Одной из важнейших проблем астрофизики является вопрос о меха­
низме нагрева солнечной короны. Корона — внешняя часть солнечной 
атмосферы. Корона состоит из очень горячей и разреженной плаз­
мы. Она простирается до расстояний в несколько десятков радиусов 
Солнца. Ее температура, составляющая 1 + 2 млн. K, намного боль­
ше, чем у расположенных ниже фотосферы (ее толщина составляет 
200 + 300 км, а средняя температура 5800 K) и хромосферы (толщина 
последней — 7 + 8 тыс. км, температура — 5 + 10 тыс. K).

Доставка энергии в более горячие внешние слои солнечной атмо­
сферы не может осуществляется посредством какого-либо вида переда­
чи тепла, поскольку тепло не распространяется от менее нагретых тел 
к более нагретым. Передачу энергии из глубинных областей Солнца 
(где ее источником служат реакции термоядерного синтеза) в хромо­
сферу осуществляет магнитное поле. Нагрев верхних слоев солнеч­
ной атмосферы происходит через вспышечные  (эруптивные) события 
в хромосфере. Последние могут варьироваться по размеру и энергии 
в диапазоне многих порядков величины.

Главной особенностью эруптивных процессов в солнечной плазме 
является отсутствие у вспышек собственных характерных размеров. 
Статистически это выражается в степенном характере  их распреде­
ления по энергии

u ( E ) -  E (-1+а ) , (10)

где а  ж 0,45. С помощью уравнений магнитной гидродинамики и 
других традиционных подходов затруднительно предложить единое
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описание событий настолько сильно различающихся между собой. Да 
и вопрос тут ставится иной, связанный прежде всего с объяснением 
степенной зависимости ( 10) и теоретическим получением показателя а.

И здесь возникает важная общая черта многих катастрофических 
событий, одну из фаз развития которых отлично описывают модели, 
допускающие режимы с обострением. Эта черта — степенной харак­
тер возникающих зависимостей. Иными словами, получив возмож­
ность «заглянуть за момент обострения». Здесь важно подчеркнуть 
два смысла этого термина. Говоря физическим языком, сама катастро­
фа развивается в быстром времени а, заглядывая за нее, мы можем 
иметь в виду временные масштабы того же порядка. Однако не менее 
важно посмотреть нa происходящее в медленном времени, сравнимом 
со временем, проходящим от одной катастрофы до другой. И тут 
ключевую роль начинает играть статистика, и перейдя от динамики 
катастроф, мы сплошь и рядом сталкиваемся со степенными зависи­
мостями. Степенные зависимости характерны для самых разных ката­
строф: от землетрясений и наводнений до биржевых крахов и аварий 
в атомной энергетике. Общность такого поведения многих сложных 
систем наглядно показывает рис. 2. По существу, само наличие такой 
зависимости выступает как признак целостной самоорганизующейся 
иерархической системы. Отметим, что статистика для гигантских пи­
ков в модели (8) также является степенной.

Объяснение возникновения редких катастрофических событий и ха­
рактерной для них степенной статистики дает активно развивающееся 
в настоящее время направление синергетики — теория самооргани-  
зованной критичности  [20, 14,21,35]. В соответствии с этой теорией 
катастрофы обусловлены тем, что рассматриваемые системы находятся 
на кромке хаоса или, говоря языком теории динамическим систем, 
в точке бифуркации. В этой точке малые случайные воздействия могут 
приводить к большим последствиям. Принципиальная новизна этой 
теории состоит в том, что в ней удалось очень просто описать систем­
ные механизмы, приводящие систему в критическое состояние (в точку 
бифуркации) без искусственной подстройки параметров.

Развитие этой теории не только позволило ввести в синергетику 
новые модели, понятия, представления, позволяющие говорить о ред­
ких катастрофических событиях, но и предложить достаточно простой 
и гибкий язык для описания и объяснения катастрофических явлений.

Принципиальной особенностью систем, находящихся в критической 
точке, является масштабная инвариантность происходящих в них про­
цессов. Иными словами, эти процессы протекают одинаково на всех 
масштабах. В результате поведение критических систем не зависит от 
особенностей их устройства на микроуровне. Это дает возможность 
выбирать наиболее простой способ описания без ущерба для его точно­
сти. В частности, при компьютерном моделировании используются не 
непрерывные модели в виде дифференциальных уравнений, а дискрет­
ные или полудискретные — в виде клеточных автоматов или решеток
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Рис. 2. Распределения бедствий различной природы. Pанжировка аварий на 
производстве по количеству погибших в их результате (a) и стихийных 
бедствий по количеству людей, получивших ранения (б) (данные начиная 
с 1975 г.). в) Pанжировка 164 стран по доле ВИЧ-инфицированного населения 
в возрастах от 15 до 49 лет по состоянию на конец 1999 г. г) Pанжировка 
наиболее распространенных компьютерных вирусов по интегральному процен­
ту пораженных компьютеров (ежемесячные данные за период с 01.1998 по 
11.2002). В двойном логарифмическом масштабе все зависимости имеют линей­
ный вид, что говорит о степенном характере соответствующих распределений

вероятностей

связанных отображений. При этом все факторы, которые не могут 
проявиться на макроуровне, подлежат исключению из правил модели.

На основе учета общих представлений физики Солнца А. Р. Осо- 
киным и А. В. Подлазовым была построена дискретная модель 
солнечных вспышек [19,24]. Основным понятием модели является 
магнитный элемент, соответствующий микротрубке вмороженного 
в плазму магнитного поля. Именно в таких микротрубках заключена 
поступающая в хромосферу энергия. Благодаря тому, что в нижней 
части хромосферы поле направлено радиально, задачу можно считать 
двумерной, характеризуя положение магнитного элемента местом 
выхода микротрубки в хромосферу. Энергия поля, заключенного 
в микротрубке, описывается величиной соответствующего ей магнит­
ного элемента, а направление поля — его знаком.

Величины элементов и их положения полагаются дискретными. 
Если в одной точке оказываются магнитные элементы разных знаков, 
то происходит их частичная ан н и ги ляц и я , сопровождающаяся умень­
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шением величины элементов и выделением энергии. Это вызывает 
волну возмущения в плазме, которая может привести к контакту раз­
нонаправленных трубок поля по соседству.

Тем самым вспышка представляется как лавинообразный процесс 
аннигиляции магнитных элементов. Построенная на основе таких до­
статочно простых правил модель для распределения энергии дает по­
казатель а  =  1/ 2, хорошо согласующийся с данными наблюдений.

В физических системах традиционно рассматривают самооргани­
зацию, происходящую в обычном пространстве и связанную с воз­
никновением самоподдерживающихся структур в различных простран­
ственных областях. Однако в физике плазмы, в астрофизике, в физике 
твердого тела, в теории турбулентности имеют место многочисленные 
неустойчивости, развитие которых приводит к самоорганизации в про­
странстве скоростей  частиц, составляющих систему. Здесь также 
могут иметь место взрывные процессы, которые могут рассматриваться 
в рамках теории режимов с обострением. Для исследования само­
организации и в пространстве скоростей, и в обычном физическом 
пространстве приходится строить кинетические модели  и оперировать 
с ф ункциями распределения  частиц по координатам и скоростям.

Огромный вклад в исследование самоорганизации, возможной на 
этом, кинетическом уровне, внес выдающийся ученый, сотрудник ИПМ 
им. М. В. Келдыша РАН, профессор Московского физико-технического 
института Юрий Сергеевич Сигов.

В течение многих лет Юрий Сергеевич работал на кафедре при­
кладной математики МФТИ, которой руководил С. П. Курдюмов. В по­
следние годы сектор кинетических моделей, созданный Ю. С. Сиговым, 
работал в Отделе нелинейных процессов и синергетики, котором за­
ведовал Сергей Павлович, высоко ценивший это направление в синер­
гетике.

Сотрудники ИПМ  им. М. В. Келдыша РАН Н. В. Ёлкина и 
А. Л. Бондарева представляют научную школу Ю.С.Сигова. Исследо­
вания Н. В. Ёлкиной связаны с изучением магнитных диссипативных 
структур в лазерной плазме. Такие структуры имеют принципиальное 
значение для концепции быстрого поджига в лазерном термоядерном 
синтезе (ЛТС). Именно проекты ЛТС в течение нескольких десяти­
летий стимулировали развитие теории режимов с обострением.

Н. В. Ёлкинa под руководством заведующим сектором кинетиче­
ских моделей ИПМ  им. М. В. Келдыша РАН В. Д. Левченко исследо­
вала филаментационную неустойчивость  при взаимодействии мощ­
ного лазерного импульса со сверхкритической плазменной мишенью. 
Филаментационная неустойчивость пучка быстрых электронов в плаз­
ме выражается в расщеплении пучка на узкие филаменты. При 
этом магнитное поле филаментов может достигать десятков мега­
гауссов.

Сергей Павлович не раз подчеркивал, что для развития теории 
режимов с обострением и синергетики в России в целом огромное
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значение имело изучение различных структур в плазме. Открытие 
в вычислительном эксперименте T-слоев в начале семидесятых годов 
в ИПМ  АН СССР привело к возникновению многих глубоких физиче­
ских и математических идей, к развитию важных научных направле­
ний. Можно ожидать, что и на новом уровне глубокое изучение плаз­
менных неустойчивостей, находящееся на переднем крае современных 
возможностей эксперимента, будет очень полезно.

Филаментационная неустойчивость описывается решениями само­
согласованной системы уравнений Власова-Максвелла в бесстолкнови- 
тельном приближении с помощью метода частиц. Решение этих урав­
нений позволило проследить эволюцию функций распределения ионной 
f i и электронной компонент плазмы, зависящие от шести координат 
фазового пространства (г, р) и времени.
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Рис. 3. Распределение магнитного поля в моменты tw0 = 90, 100, 110, 120, N e = 
= 6n cr. Видна ярко выраженная филаментация. Здесь ш0 — частота импульса, 

а n cr — критическая плотность плазмы

Типичное распределение магнитного поля в последовательные мо­
менты времени представлено на рис. 3. Расчеты позволяют проследить 
сценарий развития филаментационной неустойчивости при различных
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параметрах лазерного пучка и плазмы. Типичным для этого процесса 
является возникновение древовидной, фрактальной структуры. Огром­
ный интервал масштабов, в котором развивается неустойчивость и на 
которых надо описывать процесс, предъявляет очень высокие требо­
вания и к используемым алгоритмам. К примеру, типичные расчеты 
требовали использования 106 -  109 узлов сетки и 108 — 1010 микро­
частиц. Эти расчеты потребовали использования многопроцессорного 
вычислительного комплекса, созданного в ИПМ  им. М. В. Келдыша 
РАН [27,28].

Отдельной проблемой при анализе данных такого объема стала 
визуализация информации. В нелинейной динамике при решении задач 
мониторинга и прогноза многих процессов, при исследовании сигналов 
сложной структуры в последние годы все шире используется вейвлет- 
анализ. При этом сигналу f  (t) сопоставляется вейвлет-спектр

W ( a , b)
1

л /Н
f ( t )  • 9

t — b
dt,

где функция 9  выбирается исходя из математических соображений, 
развитых в теории вейвлет-анализа и специфики задачи. В задачах 
о филаментационной неустойчивости в качестве 9  удобно взять плос­
кую волну, промодулированную гауссианом.

Типичный пример вейвлет-спектра, полученного в расчетах фила- 
ментационной неустойчивости, показан на р и с .4. Здесь представлен 
спектр профиля продольного импульса в одном из сечений z =  const. 
Видно образование древовидной структуры филаментов. Может быть 
эта неустойчивость, как ожидают сейчас многие специалисты, сыграет 
принципиальную роль в нескольких крупных научных и технологиче­
ских проектах.
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Рис. 4. Образование древовидной структуры масштабов филаментов. Вейвлет- 
спектр W(a, b) профиля продольного импульса Pz в сечении г =  8 с/ш0

В настоящее время одним из наиболее перспективных направлений 
науки в целом и теории самоорганизации в частности является иссле­
дование процессов, протекающих в нанометровом диапазоне (1 нм =  
=  10~9 м) масштабов. С этими процессами связывают перспективы 
ожидаемого в ближайшее десятилетия технологического рывка в меди­
цине, электронике, в создании новых материалов [29].
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Нынешние технологические возможности позволяют строить нано­
структуры «сверху вниз», собирая с помощью туннельного микроскопа. 
Однако это весьма сложно и дорого, поэтому желанной целью является 
создание структуры «снизу вверх», используя процессы самооргани­
зации и самоформирования. Используя идеи и представления синер­
гетики, сотрудницам ИПМ  им. М. В. Келдыша РАН Г. И. Змиевской и 
А. Л. Бондаревой удалось значительно продвинуться в понимании са­
моорганизации на наноуровне. Эти исследования были связаны с фун­
даментальными задачами изучения свойств наномодифицированных 
материалов и пленок, а также с возникновением дефектов материалов, 
планируемых для использования в установках управляемого термо­
ядерного синтеза.

Процессы возникновения таких объектов требуют кинетического 
описания и решения интегро-дифференциальных уравнений в частных 
производных. Эти уравнения удалось заменить стохастическими ана­
логами,  представляющими стохастические дифференциальные уравне­
ния. При этом приходится решать уравнения для функции распреде­
ления зародышей возникающих структур в пространстве параметров 
f r (g, t)  (где g — число атомов в кластере) и функции распределения 
зародышей на поверхности или кристаллической решетке f g(г, t).

Несмотря на всю сложность этого подхода и необходимость учета 
множества физических деталей, на этом пути удается решить ряд глу­
боких содержательных задач. Одна из них связана с накоплением гелия 
в различных материалов, с образование газовых пузырей-блистеров. По 
существующим оценкам, значительное количество гелия накапливает­
ся практически во всех конструкционных материалах активной зоны 
атомных реакторов, облучению а -частицами подвергаются поверхности 
солнечных батарей и зеркал в космосе.

Другая связана с возникновением островков тонких пленок на 
кристаллической подложке. В частности, рассматривались температура 
образования островков жидкого никеля на вольфрамовой подложке при 
температуре 2500 K.

В развитии теории обычно есть два противоположенных процесса. 
С одной стороны, простейшие модели исследуемых процессов «обраста­
ют деталями», необходимыми для их сопоставления с экспериментом. 
С другой стороны, в рамках больших сложных проблем возникают 
простейшие базовые модели, дающие глубокое понимание исследуемых 
явлений (именно так из анализа уравнений магнитной гидродинамики 
в конце концов возникла модель тепловых структур (4). И сейчас, 
оглядываясь на происходящее в теории режимов с обострением, и 
более широко — в теории самоорганизации, можно с удовлетворением 
убедиться, что активно и плодотворно идут оба процесса.

Качественные особенности систем, развивающихся в режиме с обо­
стрением, исследованные в научной школе С. П. Курдюмова, все чаще 
упоминаются философами, экономистами, специалистами по управле­
нию рисками и политологами. На ключевое значение этих представ­
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лений в современном естествознании регулярно обращает внимание 
академик В. С. Стёпин — один из ведущих специалистов по философии 
науки в мире [34]. По его мнению, именно синергетика окажется 
в центре всей научной картины в XXI в.

Принципиальное значение таких понятий, как «режимы с обостре­
нием», «момент обострения», в теории риска и безопасности регулярно 
подчеркивает один из ведущих российских специалистов в этой об­
ласти — сотрудник Института машиноведения им. А. А. Благонравова 
РАН, член-корр. РАН Н.А. Махутов.

В синергетике известен введенный Германом Хакеном «принцип 
подчинения». В соответствии с ним в процессе самоорганизации мед­
ленные, долгоживущие моды подчиняют себе быстрые, короткоживу- 
щие, начинают определять их динамику [32].

В простейших случаях конечномерных систем и простейших ат­
тракторов это утверждение доказывается в классической теореме 
А. Н. Тихонова [33]. Именно после доказательства этой теоремы в свя­
зи с математическими моделями химической кинетики началось актив­
ное изучение «тихоновских систем», сингулярно возмущенных систем 
дифференциальных уравнений, имеющих малые параметры при стар­
ших производных.

Вместе с тем совершенно ясно, что в случае сильной нелинейности, 
сверхбыстрых, взрывных процессах именно самые быстрые переменные 
будут играть ключевую роль. Именно они будут определять динамику 
системы и подчинять себе остальные моды. И в этих случаях требу­
ется альтернатива хакеновскому принципу подчинения. Ее предложил, 
рассматривая методологию и принципы синергетики, физик-теоретик 
и сотрудник Института философии РАН В. Г. Буданов. Он выделяет 
несколько иерархических уровней — микро, мезо и макро, анализирует 
их взаимосвязи и разные сценарии самоорганизации. И с этой точки 
зрения, «курдюмовский принцип» самоорганизации, связанный с под­
чинением динамики системы самым быстрым модам на некоторой ста­
дии развития, является не менее значимым и общим, чем хакеновский.

Сергей Павлович считал, что теория режимов с обострением сыг­
рает свою роль в науке, в управлении, в технологиях, если ее идеи 
станут частью культуры, если будут установлены связи с научной и 
философской традицией, с изменением взгляда на реальность в целом, 
которого требует будущее. Он вкладывал в это большие усилия, высту­
пая на многочисленных конференциях, взаимодействуя с философами. 
И это дало свои результаты.

Большую роль в этом сыграла многолетняя плодотворная совме­
стная работа Сергея Павловича с его ученицей — доктором фило­
софских наук, сотрудником Института философии РАН, профессо­
ром Российской академии государственной службы при президенте 
РФ Е. Н. Князевой. Они являются соавторами более 50 работ, среди 
которых важное место занимает недавно вышедшая книга «Основа­
ния синергетики. Синергетическое мировидение». Она была выпущена
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в 2005 г. в серии «Синергетика: от прошлого к будущему». Эта книга 
решает принципиальную задачу — раскрывает, как теория режимов 
с обострением меняет мировидение, мировоззрение, взгляд на природу, 
общество, на будущее человечества. И, судя по успеху этой книги и 
популярности ее предыдущих версий, решает успешно.

Наука во многом представляет собой диалог. Диалог между различ­
ными группами исследователей, между различными подходами, между 
поколениями. Поэтому очень большое внимание Сергей Павлович при­
давал привлечению молодежи в прикладную математику и в теорию 
режимов с обострением. В 2004 и 2005 годах в Институте прикладной 
математики им. М. В. Келдыша РАН состоялись школы для молодых 
исследователей «Будущее прикладной математики». Ведущие ученые 
Института рассказывали молодых сотрудникам ИПМ, аспирантам и 
студентам ведущих вузов Москвы о перспективах развития своих на­
учных направлений. По материалам школы была выпущена книга в 
издательстве УРСС [35] и DVD-диск — в ИПМ. В 2006 г. вышли 
два сборника научных статей «младшего поколения» научной школы 
Сергея Павловича [36,37]. Состоялись первые (в 2005 г.) и вторые 
(в 2006 г.) Курдюмовские чтения в городе Твери, организованные Твер­
ским государственным университетом. Огромным вниманием пользует­
ся сайт Сергея Павловича http://spkurdyumov.narod.ru. На нем сейчас
размещено более 300 статей и книг по теории режимов с обострением 
и по синергетике в целом.

Настоящее издание осуществляется с помощью финансовой под­
держки Российским фондом фундаментальных исследований (грант 
№06-01-14114).

Можно сказать, что сейчас в теории режимов с обострением видны 
новые горизонты, что есть новые поколения исследователей, готовые 
к этим горизонтам идти.
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Книга, которая перед Вами, посвящена идее, развиваемой научной 
школой, сложившейся в свое время в Институте прикладной мате­
матики АН СССР. Эта идея связана с попыткой выяснить общие, 
универсальные черты нелинейных систем с сильной положительной 
обратной связью. Среди них объекты, которые изучают физика плазмы 
и химическая кинетика, теория взрыва и астрофизика, демография и 
математическая психология, а также многие другие научные дисци­
плины. По-видимому, эта идея является центральной в научной судьбе 
С. П. Курдюмова и большинства других авторов этого сборника.

Стиль и организация науки в Советском Союзе во многом отлича­
лись от уклада европейской и американской научной жизни. В стране 
была возможность и необходимость привлечения выдающихся ученых 
и талантливую молодежь к стратегически важным научным проектам. 
В ходе работы над ними рождались блестящие научные коллективы, 
а вместе с ними — новые подходы и области исследований, выдви­
гались неформальные лидеры научных направлений. Вокруг таких 
лидеров и новых ярких идей возникали научные школы. Эти школы 
объединяли людей разного возраста, различных научных взглядов, 
дополняющих и поддерживающих друг друга. Их работа позволяла 
быстро продвигаться в решении крупных задач, придавала размах и 
междисциплинарность проводимым исследованиям, помогала увидеть 
общее и главное во многих конкретных проблемах. И сегодня научные 
школы определяют возможности и уровень российской науки.

Институт прикладной математики создавался для решения задач 
в области математической физики, вычислительной математики, ма­
тематического моделирования, связанных со стратегической стабиль­
ностью и национальной безопасностью. Его коллективом был внесен 
большой вклад в программы создания и совершенствования ядерного 
оружия, атомной энергетики, обеспечения космических полетов, разви­
тия вычислительной техники. Долгие годы директором Института был 
академик М. В. Келдыш.

Большие дела, крупные задачи, атмосфера напряженных поисков 
способствовали появлению новых идей, методов, коллективов, науч­
ных школ. Из Института выделились такие крупные научные центры, 
пользующиеся международной известностью, как Институт космиче­
ских исследований, Вычислительный центр Академии наук, Институт 
математического моделирования. В рамках научной школы академика 
А. Н. Тихонова, в которой были получены фундаментальные результаты 
в области математической физики, асимптотического анализа, теории 
некорректных задач, вычислительной математики, возникла научная 
школа академика А. А. Самарского. С ней связаны принципиальные 
результаты в математическом моделировании, в теории численных ме-
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На фотографии представлена часть научной школы Сергея Пав­
ловича Курдюмова, с работами которой во многом связано развитие 
теории режимов с обострением в нашей стране.

Несколько комментариев к этой старой фотографии. Сидит пат­
риарх отечественной вычислительной математики, поддерживавший 
и благословлявший создание и развитие режимов с обострени­
ем, академик Александр Андреевич Самарский. В течение многих 
лет он руководил 3-м отделом Института прикладной математики 
им. М. В. Келдыша (ИПМ РАН). Впоследствии он стал создателем, 
директором, а затем и почетным директором Института математиче­
ского моделирования РАН (ИММ РАН).

Стоят слева направо. Алексей Борисович Потапов. Он предло­
жил первый сработавший алгоритм построения многомерных соб­
ственных функций нелинейных сред. Много лет работал в Институте 
прикладной математики, темой его докторской диссертации были 
количественные характеристики хаоса и методы их расчета. Ныне 
работает ведущим исследователем в университете Эдмонтона (Кана­
да) и занимается математическими задачами экологии.

За ним наш учитель — Сергей Павлович Курдюмов, которому 
и посвящена эта книга.

Справа от него — Александр Петрович Михайлов, заведую­
щий отделом ИММ РАН, профессор факультета вычислительной 
математики и кибернетики МГУ им. М. В. Ломоносова (ВМК МГУ). 
В последние годы занимается математическим моделированием в со­
циологии и руководит соответствующей лабораторией в МГУ.

Елена Сергеевна Куркина, любимая ученица Сергея Павловича, 
доктор физико-математических наук, научный сотрудник ВМК МГУ. 
В ее докторской были получены блестящие результаты и в области 
математической химии, и в теории режимов с обострением.

Николай Васильевич Змитренко. Заведующий отделом ИММ 
РАН, профессор Московского физико-технического института 
(МФТИ). Наиболее яркий физик среди учеников Сергея Павловича. 
Начиная с дипломной работы и по настоящее время тема его иссле­



дований — лазерный управляемый термоядерный синтез и то новое, 
что может привнести в эту область теория режимов с обострением.

Георгий Георгиевич Еленин. Доктор физико-математических на­
ук, профессор факультета ВМК МГУ. Он успешно работал во многих 
областях, от теории режимов с обострением до гидродинамики, от 
химической кинетики до нанотехнологий. Во многом благодаря ему 
на факультете ВМК МГУ была создана и вышла на мировой уровень 
лаборатория, в которой ведутся исследования по математической 
химии.

Владимир Анатольевич Дородницын. Доктор физико-математи- 
ческих наук, профессор Московского государственного областного 
университета и сотрудник ИПМ РАН. Один из ведущих в Рос­
сии специалистов по инвариантно-групповому анализу, симметриям 
нелинейных уравнений. Международное признание получили по­
строенные им методы анализа инвариантно-групповых свойств раз­
ностных схем.

Малинецкий Георгий Геннадьевич. Ваш покорный слуга. Заме­
ститель директора ИПМ РАН по науке, доктор физико-математиче- 
ских наук. Профессор МФТИ и Российской академии государствен­
ной службы при Президенте РФ. Основное направление исследова­
ний — развитие и приложение методов синергетики, в частности, 
в теории управления риском.

Крайний справа — Виктор Александрович Галактионов. Благода­
ря ему во многом был создан математический аппарат теории режи­
мов с обострением. Более 15 лет работает за рубежом, в настоящее 
время в Англии, является профессором университета в городе Бат.

Несмотря на различные научные и человеческие судьбы, на 
разные подходы к научному творчеству в жизни каждого из людей, 
представленных на фотографии, теория режимов с обострением сыг­
рала огромную роль.

Г. Г. Малинецкий
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тодов, становление самой концепции вычислительного эксперимента. 
В этом коллективе родилась научная школа член-корреспондента РАН 
С. П. Курдюмова, идеи которой отражены в этой книге.

В эволюции научного направления, связанного с режимами с обост­
рением, нестационарными диссипативными структурами, можно уви­
деть общие тенденции, характерные для всей науки конца XX в., 
развитие которых можно ожидать и в следующем веке.

Прежде всего это рождение фундаментальных научных идей 
в больших коллективах исследователей, работавших над крупными 
прикладными проектами. Это возрастание роли научной среды, семина­
ров, «коллективного бессознательного» научного сообщества. О нашем 
Институте речь уже шла. Другой пример дает исследовательский 
центр в Лос-Аламосе (США), созданный вначале для работы над 
ядерными проектами и ставший одним из ведущих центров нелинейной 
науки в мире.

Другая отличительная черта — возросший интерес к простейшим, 
базовым математическим моделям нелинейных процессов. Когда мно­
гие задачи можно посчитать с помощью компьютеров, наиболее важ­
ной становится проблема понять  явление. Как правило, это требует 
новых идей, концепций, понятий, которые затем входят в общий кон­
текст естественнонаучной культуры. Достаточно напомнить такие по­
нятия как точка бифуркации, динамический хаос, аттракторы, режимы 
с обострением, которые сейчас употребляются не только математиками 
и «нелинейщиками», но и экономистами, психологами, политологами и 
другими специалистами.

Для современной науки все более характерным становится ее меж­
дисциплинарный характер. Во многих задачах из разных областей 
науки все чаще проявляются одни и те же математические структуры. 
Единство мира проявляется в том, что сравнительно небольшой набор 
базовых математических моделей эффективно описывает его разные 
грани. Поэтому изменение взгляда на реальность может привести 
к новым постановкам задач, экспериментам, открытиям. Кибернетика, 
с ее концепцией обратных связей, позволила по-новому взглянуть 
на задачи управления. Теория самоорганизации, или синергетика, от­
крыла новый мир, связанный с динамическим хаосом, маломодовой 
турбулентностью, колебательными химическими реакциями. Важной 
частью синергетики является теория стационарных диссипативных или 
близких к ним структур. В основе их математического описания лежит 
принцип подчинения быстрых мод медленным. При этом медленные 
процессы выступают как наиболее важные, определяющие динамику 
всех остальных. Однако анализ сверхбыстрых, далеких от равновесия 
нестационарных процессов требует других подходов и новой математи­
ки. О них и идет речь в этой книге. И здесь есть свой парадоксальный 
необычный мир, заглянуть в который может оказаться полезно физи­
кам и психологам, математикам и политикам, химикам и технологам. 
Наличие разных точек зрения, представленных в книге, разных ме-



Из предисловия к первому изданию 31

тодов и подходов позволяет показать, насколько велик и интересен 
этот мир.

Во многих работах сборника эффективно используется компьютер­
ный эксперимент. Широкое применение компьютеров в науке, в тех­
нологии, в быту привело к парадоксальному результату. Стала гораздо 
больше, чем раньше, ощущаться важность идей, концепций, парадигм, 
постановок задач. По мере совершенствования вычислительной 
техники происходит движение «от машины к человеку». Первые ЭВМ, 
динозавры компьютерной эры, занимали целые залы, их обслуживали 
десятки человек. Они были поразительно медленными по сегодняшним 
меркам. Но именно на них и были посчитаны многие ключевые для 
прогресса человечества задачи. Сейчас «вычислительные гиганты» 
размещаются на столах сотен тысяч научных сотрудников. Однако 
поставить глубокую интересную задачу так же трудно, как и раньше. 
Поэтому представить, какие и как задачи ставились и решались в на­
шей научной школе почти за три десятка лет, нам показалось важным.

Когда план этой книги обсуждался с рядом ее авторов, то часто 
возникал соблазн рассказать не только об объективном, об идеях, но 
и об их субъективном восприятии, о том личном, что связано с ними. 
Субъективный путь к объективной истине поразительно интересен. 
И все же от этого «исторического» и «личного» аспектов пришлось 
отказаться, оставив только одну фотографию, на которой запечатлено 
большинство авторов этого сборника в 1979 г. Это сборник «живых» 
работ. Некоторые из них вошли в учебники. Другие мы советуем 
читать студентам и аспирантам, чтобы они представляли пройденный 
путь и размышляли, куда двигаться дальше. Часть работ, вероятно, 
пока осталась не вполне понятой и оцененной научной общественно­
стью. Поэтому в большинстве из них мы ограничились коротким ком­
ментарием одного из авторов, поясняющим место работы в контексте 
дальнейших исследований.

Точки над i ставить рано. Лучшие работы — впереди. Продолжение 
следует.

Осталось поблагодарить Л. Б. Горбачеву за помощь в подборе статей 
этого сборника, В. Г. Комарову и Т. А. Палееву за труд по его подготов­
ке, И. В. Фельдштейна за редактирование того, что получилось.

Г. М алинецкий



I. РЕЖИМЫ С ОБОСТРЕНИЕМ, ИНЕРЦИЯ 
ТЕПЛА, НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ДИССИПАТИВНЫЕ 

СТРУКТУРЫ (РОЖДЕНИЕ ИДЕИ)

Нелинейный эффект образования 
самоподдерживающегося высокотемпературного 
электропроводного слоя газа в нестационарных 

процессах магнитной гидродинамики

А. Н. Тихонов, А. А. Самарский, Л. А. Заклязьминский,
П. П. Волосевич, Л. М. Дегтярев, С. П. Курдюмов,

Ю. П. Попов, B. C. Соколов, А. П. Фаворский

При исследовании нестационарных процессов взаимодействия сжи­
маемой электропроводной среды с магнитным полем было обнару­
жено существование самоподдерживающегося высокотемпературного 
электропроводного слоя (Т-слоя), возникающего вследствие преимуще­
ственного выделения джоулева тепла в некоторой массе газа. Это яв­
ление по своей физической природе близко к известному скин-эффекту 
и к явлениям диссипативной неустойчивости в магнитной гидродина­
мике. Однако оно не сводится ни к одному из них и существенным 
образом от них отличается. В работе рассматриваются условия возник­
новения и развития явления Т-слоя.

Обнаруженный эффект имеет общий физический характер. Однако 
мы приведем некоторые частные решения уравнений одномерной неста­
ционарной магнитной гидродинамики, которые подтверждают факт су­
ществования этого явления и иллюстрируют его основные особенности.

Эффект образования Т -слоя был обнаружен и в достаточно полной 
мере изучен не в физическом эксперименте, а на математической мо­
дели, учитывающей в существенных чертах нелинейные зависимости 
нестационарных процессов магнитной гидродинамики.

1. Автомодельная задача о расширении электропроводного газа 
в магнитном поле. Пусть нетеплопроводный газ, образующий беско­
нечно длинный цилиндр, сжат в радиальном направлении до нулевого
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объема так, что на единицу длины приходится постоянная масса M 0 . 
Все пространство заполнено магнитным полем, силовые линии которо­
го параллельны оси симметрии. Пусть в момент t  =  0 в газе происходит 
мгновенное выделение энергии E 0 (на единицу длины). Возникающее 
при этом движение будет автомодельным с автомодельной переменной 
Л =  A q r / t ,  если выполняются следующие условия:

а) электропроводность газа как функция температуры T , плотности 
р и времени определяется зависимостью а = 1J 0T k°pq0t n*, где k0 — про­
извольное число, a 90 и и* связаны соотношением - 2 q0 + n * +  1 =  0 ;

б) pассматривается газ с уравнениями состояния P  = R p T , е =  
= R T / ( y  — 1), где P  — материальное давление, е — внутренняя энер­
гия, R  — газовая постоянная, 7 — постоянное отношение удельных 
теплоемкостей;

в) краевые условия заданы на оси симметрии r =  0 в виде

v(0, t) =  0, d H / d r  =  0 (1)

и на контактном разрыве r = r*, ограничивающем газ массы M 0,

P(r*, t ) =  P 0/ t 2, H(r*, t) = H 0 / t .  (2)

В указанных предположениях система уравнений одномерной неста­
ционарной магнитной гидродинамики имеет вид

at dr р д г  у 8тг)  ’ at г а /  1 h
э р  э р  ~fP д , 7 - 1 ( д н \ 2 _  „
~Ж + Ѵ^  + ~ д ^ ( г ѵ } ~ ^  Ы )  (3)

дн_ э н  Н д _ ,  \ _  ]_д_ ( г  ( д н \
ы  +  г’ э Г  + ~ ^ гѵ) -  r f r  [ а  V a r J J  -  0

и интегрируется в конечном виде. Приведем получаемые при этом 
зависимости для функций напряженности магнитного поля, электро­
проводности, температуры и скорости в случае и* =  0 и k 0 =  1/ 2 :

H  = h0 (c0 + Л2 )/t[c +  (ос +  Л2 )2]1/2,

а  = J 0 Л2/ [c + ( c 0 +  Л2)2 ]2t, (4)

T  = Щ Л 2/[c + ( c 0 +  Л2)2]3/ 2} !/Ck0 0,5), v = Л.

Постоянные c и c0 в формулах (4) определяются краевыми услови­
ями (1) и (2).

Дифференцируя выражения для функции T (Л), получаем после 
ряда преобразований

дТ  3
д \  ко — 0,5 Л

2 Режимы с обострением

T £ l ( l - y / R e m R H y  (5)
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где через Rem обозначено магнитное число Рейнольдса (Rem =  
=  arv) ,  a через PH — отношение магнитного давления к газовому 
(R H = H 2 / 8 n P ). При этом в данной задаче имеет место условие 
Rem R h  ^  4.

Фиксируя величину Л и тем самым определяя положение контакт­
ного разрыва, мы можем, варьируя величину параметра магнито-гид- 
родинамического взаимодействия Rem R H , менять положение Tmax по 
отношению к контактному разрыву: Tmax будет находиться либо на 
контактном разрыве, либо внутри области, занимаемой газом массы 
M 0. Отметим еще одно обстоятельство. Сравнение функций Т(Л) и 
Q (Л) = (d H /d X ) 2 / а  показывает, что Tmax лежит в области, близкой 
к Q max, однако их положения не совпадают. Это объясняется тем, что 
величина температуры зависит не только от джоулевой диссипации, но 
и от того, насколько газ расширился и соответственно охладился.

Полученное решение позволяет сделать следующие выводы:
1. Расширение сжимаемой электропроводной среды в магнитном 

поле приводит к появлению максимумов температуры и электропро­
водности, обусловленных неравномерным распределением джоулевой 
диссипации и степенью расширения газа.

2. Хотя соотношение (5) не имеет универсального характера в силу 
частного вида краевых условий (2), оно с определенностью показывает 
решающее влияние параметра R m  =  \ /R em R h  на характер процесса 
взаимодействия.

2. Расширение электропроводного газа в магнитном поле из 
некоторого начального состояния. Рассмотрим задачу, аналогичную 
предыдущей, однако не предполагая ее автомодельности. Пусть в на­
чальный момент времени t  =  0 электропроводный газ образует беско­
нечно длинный цилиндр радиуса Г0. Начальное давление в газе, тем­
пература и электропроводность постоянны, скорость газа равна нулю. 
Все пространство заполнено постоянным магнитным полем H  =  H 0, 
силовые линии которого параллельны оси цилиндра. Предположим 
также, что газ идеальный с показателем адиабаты y =  5/3, а зависи­
мость электропроводности от температуры и плотности определяется 
формулой: а  = а 0Т 3/ 2р. В точке r =  0 заданы условия симметрии (1), 
на внешней границе r  = Г0 имеем H  =  H 0, P  =  0.

Решение упомянутой выше задачи проводилось численно на ЭВМ 
методом конечных разностей. Система (3) рассматривалась в массовых 
лагранжевых переменных s, где ds = prdr .

На рис. 1 представлены последовательные стадии развития процесса 
во времени на примере функций Т (s, t) и H (s ,  t). Вначале внешняя 
граница газа, не испытывая сопротивления (rot H  =  0, P  =  0), сильно 
ускоряется, а прилегающие слои газа расширяются и охлаждаются. 
Возникающее движение газа приводит к появлению в нем индуциро­
ванных токов с возрастающей интенсивностью и к понижению напря­
женности магнитного поля в объеме, занятом газом. Максимальные
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Рис. 1. Задача о расширении электропроводного газа в магнитном поле. Изме­
нение температуры (а) и магнитного поля H  (б) со временем. s — массовая 
координата, масштаб времени t0 = 0,01 с. Цифры при кривых означают раз­

личные моменты времени

токи текут во внешних слоях газа; электропроводность внешних слоев 
этой части газа ниже, чем в остальной части газа из-за начального 
охлаждения. Это определяет наиболее интенсивное выделение джоуле- 
ва тепла во внешних слоях газа, следствием чего является перестройка 
всего процесса. Начиная с некоторого момента t  = t 0 , понижение тем­
пературы граничной массы газа прекращается и постепенно начинается 
ее рост, в то время как температура основной массы газа продолжает 
уменьшаться. Разогрев наружного слоя и увеличение его электро­
проводности приводит к большей эффективности взаимодействия газа 
с магнитным полем.

В этом примере со всей очевидностью выступает основная особен­
ность процесса — саморазвитие и самоподдержание высокотемпера­
турной электропроводной зоны в газе, причем наиболее существенным 
в этом является зависимость а  = а ( Т , р), (д а / д Т ) >  0 и сжимаемость 
среды. Видна здесь и другая особенность, обусловленная нелинейно­
стью процесса и отличающая его от обычного линейного скин-эффекта: 
разогрев начинается не сразу, а по истечении некоторого критического 
времени.

3. Распад магнито-гидродинамического разрыва в среде с ко­
нечной проводимостью. Предположим, что в пространстве, запол­

2*
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ненном газом с нулевыми температурой и давлением, движется с по­
стоянной скоростью v = v0 плоский поршень. Предположим далее, 
что возникающая вследствие движения поршня сильная ударная волна 
в момент времени t =  0 приходит в соприкосновение с однородным маг­
нитным полем H  = H 0, силовые линии которого параллельны плоско­
сти ударной волны. Возникающая таким образом задача о распаде про­
извольного разрыва (или задача об отражении и прохождении ударной 
волны в магнитном поле) описывается системой уравнений одномерной 
нестационарной магнитной гидродинамики. Решение находилось чис­
ленно методом конечных разностей. Дополнительно предполагалось, 
что поршень непроницаем для магнитного поля, что в момент «удара» 
волны о поле расстояние между ударной волной и поршнем было 
конечно и что электропроводность газа за ударной волной подчинялась 
закону а  =  а 0T 3/2.

s/0 ,025  г -►

Рис. 2. Задача о распаде магнито-гидродинамического разрыва в среде с ко­
нечной проводимостью. Изменение температуры T  (сплошные линии) и маг­
нитного поля H  (пунктирные линии) со временем. s — массовая координата, 

масштаб времени t0 = 0,25 • 10_4 с

Рис. 2 показывает характер развития процесса. В месте соприкос­
новения ударной волны с магнитным полем образуется контактный 
разрыв, влево и вправо от него идут ударные волны, причем вправо — 
магнито-гидродинамическая, влево — газодинамическая (вследствие 
слабого проникновения магнитного поля). На самOм контактном раз­
рыве происходит резкое увеличение температуры из-за интенсивного 
джоулева тепловыделения, обусловленного большими градиентами маг­
нитного поля.
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Таким образом, и в этом процессе наблюдается локальное повыше­
ние температуры и образование высокотемпературного электропровод­
ного слоя, причем здесь процесс разогрева начинается сразу.

Локальное повышение температуры в плазме наблюдалось также 
при численных расчетах задач магнитной гидродинамики [1 , 2].

Однако характер рассмотренных в этих работах задач не позволяет 
выявить определяющие черты Т -слоя как самостоятельного физическо­
го явления, отличного от скин-эффекта.

Выше рассмотрено несколько примеров, которые иллюстрируют 
факт существования и основные особенности явления Т -слоя. Большое 
количество численных экспериментов, в частности, с учетом нели­
нейной теплопроводности и различных законов а = а ( Т , р), а также 
рассмотрение дополнительных модельных задач дают основания сде­
лать вывод, что явление самоподдерживающего высокотемпературного 
электропроводного слоя имеет определенную физическую природу и 
что им можно управлять в достаточно широком диапазоне параметров.

Доклады Академии наук СССР. Поступилa
1967. Т.173. №4 20.12.1966
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О С. П. Курдюмове, T -слое и не только об этом
Летом 1963 г. в Новосибирском Академгородке на одной из 

конференций я познакомился с Сережей Курдюмовым, красивым , 
уверенным и доброжелательным кандидатом наук  из ИПМ. К  тому 
моменту мы в своем ИТПМ приш ли к наглой постановке задачи  
о движении газовой смеси (уран, аргон, гелий и пр.), обладающей  
электропроводностью в канале сложнейшей формы при наличии  
электромагнитных полей. Одним словом, блестящая идея — как, 
минуя всякого рода традиционные турбоэлектрогенераторы , сразу  
же получать электричество. Естественно, самостоятельная по­
пытка хоть как-то подступиться к этой сумасшедшей системе 
дифуров ни к чему не привела.

И  вот это знакомство. Д альш е — первая командировка в ИПМ  
и затем, можно сказать, безвылазная, в течение нескольких  
лет работа в уникальном коллективе, объединяющем титанов  
А. Н. Тихонова , А. А. Самарского и дипломников Л. М. Д егт ярева , 
Ю. П. Попова, Е. И. Леванова и А. П. Фаворского. Д уш ой  коллектива  
был Сережа Курдюмов. Наша работа привела к установлению но-
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Д И П Л О А Л
НА ОТКРЫТИЕ

В соответствии с Положением об открытиях, изобретениях и 
рационализаторских предложениях Комитет по делам изобретений 
и открытий при Совете Министров СССР установил, что граждане 
Союза СоветскихСоциалнстических Республик:

КУРДЮМОВ Сергей Павлович 
ТИХОНОВ Андрей Николаевич 
САМАРСКИЙ Александр Андреевич 
ЗАКЛЯЗЬМИНСКИЙ Лев Алексеевич 
ВОЛОСЕВИЧ Петр Петрович 
ДЕГТЯРЕВ Лев Маркович 
ПОПОВ Юрий Петрович 
СОКОЛОВ Вениамин Сергеевич 
ФАВОРСКИЙ Актон Павлович 

сделали открытие определяемое следующей формулой:

«Установлено ранее неизвестное явление образования самопод- 
держивающегося высокотемпературного влектропроводного слоя 
(Т-слоя) при нестационарном движении в магнитном поле сжимаемой 
среды,электропроводность которой увеличивается с повышением 
температуры, приводящее к резкому увеличению эффективности 
взаимодействия среды с магнитным полем.

Образование Тслоя обусловлено существованием обратных не­
линейных связей между влектро-и газодинамическими величинами 
и происходит в тот момент и в том месте, где параметр гидромаг­
нитного взаимодействия по порядку величины равен единице, и 
происходит наиболее интенсивно, когда магнитное число Рейнольдса 
также становится порядка единицы*.

Настоящее открытие зарегистрировано в Государственном 
реестре открытийСССР 27 февраля 1968 г. за № 55 с приорите-
тпи ипа^пь 1
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вого физического эффекта, явления  T -слоя. В  1969 г. мы получили  
диплом на открытие за  №  55. Д вухлет ние  мытарства обусловлены  
были в меньшей степени бюрократами от науки, главным образом 
среди «своих» было мощное сопротивление — один из главны х ар­
гументов (вначале) — да они же не знают физики, прежде всего — 
второго закона термодинамики, а потом — так это же тривиаль­
но, какое тут открытие ! И  постоянно — мало л и  что можно насчи­
тать, кто видел подобное в эксперименте или  в природе?! Должен  
сказать, что Я. Б. Зельдович сыграл реш ающ ую роль в признании  
этого эффекта на основе чисто теоретических исследований.

Но тем не менее вопрос об экспериментальном подтверждении 
T -слоя стоял весьма остро, тем более, что речь ш ла уже об и н ­
женерной реализации  этого эффекта в МГД-генераторе. Экспери­
ментальную задачу нам удалось решить в Новосибирске , в лабора­
тории, которую я тогда возглавлял. Мы знали, что надо искать, 
но главная сложность состояла в том , что в маломасштабной  
лабораторной установке было очень трудно достичь необходимых  
параметров потока плазмы. Приходилось мобилизовывать все и н ­
теллектуальные и инженерные ресурсы лаборатории и института. 
И , наконец , нам это удалось !

T -слой был открыт заново в эксперименте, полностью подтвер­
див всю ф изику численного эксперимента. Но при этом мы открыли  
еще одно качество этого явления  — его потрясающую уст ойчи­
вость как пространственного образования — даже специальные  
меры по его разруш ению не давали никакого результата. Несколько  
позже при изучении многочисленных явлений и эффектов, относя­
щихся к хромосферным вспышкам на Солнце, не уклады вавш ихся  ни 
в одну сколь-либо приемлемую теорию, удалось увязать их  в единое 
физическое явление, использовав ф изику T -слоя.

Сереже, Сергею Павловичу Курдюмову 70 лет, но он по-прежнему 
активен, красив и доброжелателен. Сущность эффекта T -слоя — 
нелинейное, самоподдерживающееся, возникающее при вполне опре­
деленных условиях  в диссипативной среде явление — он распро­
странил на многие явления  природы , в том числе на человеческое 
общество , внеся тем самым огромный вклад  в новую науку  — 
синергетику .

В наше смутное время хотелось бы пожелать и юбиляру и всем 
нам — побыстрее и эффективнее реализовать возможности и ре­
зультаты синергетики в коренном изменении проводимой в стране  
политики на благо России.

Академик РАО, д. ф-м. н., профессор, 
засл. деятель науки России B. C. Соколов
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Примеры численного расчета температурных волн

А. А. Самарский, И. М. Соболь

§ 1. Введение. Настоящая работа посвящена численному реше­
нию квазилинейного уравнения теплопроводности

ж = ±І: («■■»£) <“ >а =1
для случаев p  =  1 ,2 ,3. Как правило, всюду предполагается, что

К а (и) = к аи Са,

где о а ^  1, к а > 0. Хотя уравнение (1.1) встречается в различных 
областях математической физики, мы, для определенности, будем на­
зывать функцию и = u(t, Х 1, . . . , x p) температурой.

В работах [1,2] показано, что уравнение (1.1) в случае p =  1 имеет 
решения, производные которых в точках, где u(t, x)  обращается в нуль, 
разрывны, а поток K (и) д и / д х  непрерывен, т. е. существует фронт 
температуры и =  0 (рис. 1), который распространяется с конечной ско­
ростью (см. [3]). Классического решения уравнение в этом случае не 
имеет. Существование обобщенного решения задачи Коши и краевых 
задач доказано в [4]. В работах [5,6] доказана сходимость одной явной 
разностной схемы для уравнения вида

ди _  d^Fju) (]
d t  д х 2 1 '

в классе обобщенных решений (эти результаты, вероятно, могут быть 
распространены и на случай неявных схем). В статье [7] обобщенное 
решение уравнения вида (1.2) сосчитано ме­
тодом интегральных соотношений А. А. До­
родницына.

Для расчета таких обобщенных решений 
(которые мы будем ниже называть темпера­
турными волнами,  или просто решениями) 
мы используем однородные разностные 
схемы сквозного счета, не предусматри­
вающие явного выделения точек слабого 
разрыва. Теория таких схем разработана в Рис. 1
статьях [8 , 9,10], в последней из которых
приведена также библиография. Однако все доказательства сходимости 
предполагают, что К а (и) ^  с > 0, и, несмотря на большую общность 
этих теорем (допускающих даже разрывные функции К а = K a (t, х, и)), 
к случаю, когда К а (и) обращается в нуль, они неприменимы.
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Цель настоящей статьи — показать, что эти схемы пригодны и для 
расчета температурных волн. Такие схемы позволяют вести счет круп­
ным шагом по времени, хорошо передают скорость распространения 
фронта, а при достаточно подробной сетке — и сам профиль фронта.

В случае нескольких пространственных переменных (р > 1) мы 
пользуемся локально-одномерным методом переменных направлений, 
изложенным в [11,12]. Там имеется также библиография работ по это­
му вопросу (среди которых следует отметить работу [13]). Дадим крат­
кую характеристику метода [11, 12] применительно к уравнению ( 1. 1).

Шаг по времени t j  ^  t  ^  t j + 1  разбивается на р  слоев одинаковой 
толщины («дробных шагов»)

При этом все другие координаты х @, отличные от х а , играют роль 
параметров. На этом этапе в качестве краевых условий используются 
значения краевых функций в точках пересечения прямых, параллель­
ных оси 0х а , с границей области интегрирования, а в качестве началь­
ных значений берутся значения, полученные при расчете предыдущего 
слоя. Фактически для решения всех уравнений (1.3) используется 
одна и та же одномерная программа (ОП), в которой уравнение (1.3) 
заменено неявной однородной разностной схемой (§ 2 , п. 2).

По нашему мнению, в настоящее время нет практически более удоб­
ного метода для решения многомерных квазилинейных параболических 
уравнений. Этот метод применим к произвольным областям (а не 
только к параллелепипедам) и сохраняет порядок точности на нерав­
номерных сетках [12]. Он годится для квазилинейных параболических 
уравнений общего вида даже при наличии в коэффициентах разрывов 
(I рода). При такой широкой области применения метод переменных 
направлений обладает еще целым рядом практических достоинств: про­
стота программы; пониженные (по сравнению с большинством других 
схем) требования к объему оперативной памяти; устойчивость счета 
при очень крупных шагах по времени, позволяющая, в частности, 
быстро решать сложные задачи, где не требуется большая точность.

Вычисления по любой разностной схеме вместо точного профиля 
волны дают какой-то свой, разностный профиль (тем более точный, 
чем мельче сетка). Чтобы исследовать строение этого профиля при 
очень крупной сетке и оценить эффективную ширину фронта, в § 5 для 
случая р  =  1 построена разностная бегущая волна — аналог известного 
решения вида u = f  (ct — х),  называемого бегущей волной (постоянная 
с — скорость волны). Для разностных схем сквозного счета газодина­
мики с вязкостью разностная бегущая волна была построена в [14].

t j +(a -1 )/p ^  t  <  t j + a /p , а  =  1, 2, . . . , р. 

В слое номер а  решается одномерное уравнение

(1.3)
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Необходимо подчеркнуть, что мы нигде не стремились выбирать 
наиболее благоприятные для данной задачи условия счета. Наоборот, 
в некоторых случаях выбирались заведомо плохие условия, чтобы рас­
хождение было более заметным. Сетки по пространству в некоторых 
примерах грубые, в других — достаточно подробные. Шаг по времени 
всюду крупный.

Авторы выражают свою глубокую благодарность А. А. Думовой за 
составление программ и проведение расчетов.

§ 2. Одномерные задачи.
2.1. О скорости распространения температурного фронта.
Рассмотрим уравнение

dip (и) _  д 
дхdt

' , ,  Лдп 
к ^ і (2 . 1)

где K (0) =  ^ ( 0) =  0 ; K (и ) >  0 , p'(u)  > 0 при и > 0 ;

lim [K (и ) /ф '(и)] =  0 .
и^ 0

Распространение фронта тепла в этом случае происходит с конечной 
скоростью. Обозначим положение фронта в момент t  через £ (t) (рис. 1).

Дифференцируя тождество <p(u(t, £ (t))) = 0 и учитывая условие 
непрерывности потока на фронте

[K (u )d u /d x]x = m  =  0,

можно вывести следующее выражение для скорости фронта:

д£ у= -  lim
dt x ^ l K  (u)

Ш ж е ,  в примере 1, начальный 
профиль при t0 =  0,1

u =
ІУ Ю (1  - 2 х ) ,  ( К  ж < 0 ,5 ,
\0 ,  0,5 <  x  < 1.

Очевидно, £ (t0 ) =  0,5 и по формуле
(2.2) d£/d t  =  5.

В примере 2 начальный профиль 
при t0 =  0,1

_  ГУШ(1 - 2 х ) ,  0,5,
u =  \ 0, 0,5 <  x  < 1.

Рис. 2И здесь £(t0) =  0,5, однако по фор­
муле (2.2) получим d£/d t = 0. Соот­
ветствующее решение в первом случае (рис. 2) представляет собой 
волну, распространяющуюся с постоянной скоростью, а во втором 
случае (рис. 3 ), несмотря на быстрый рост температуры, фронт не 
распространяется.
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2.2. Вычислительная схема.
Программа ОП составлена для решения 

уравнения (2 . 1), несколько более общего, чем 
уравнение ( 1. 1) при p =  1, с краевыми усло­
виями I рода:

U(t , 0 ) = f l (t),
u(t,  I) =

Предполагается, что s (u) = u r , однако во 
всех приведенных ниже примерах r =  1.

Уравнение (2.1) заменяется однородной 
разностной схемой (см. [10]) с опережением:

S (vi ) — ф і ) =

=  Ai+1 (vi+1 — vi ) — A i (vi — vi-1 ), (2.3)

где

А ' = 1? к
14 -  1 + Ѵі  

2
(2.4)

величины без «галок» считаются на шаге 
j  + 1, а величина с «галкой» — на шаге j . 
Сетка предполагается равномерной: x i = ih, 

Рис. 3 0 ^  i ^  N ; t j  = j r .  Для такой схемы устойчи­
вость имеет место при любом шаге т. 

Система уравнений (2.3) при i =  1 ,2 , . . . , N  — 1 на каждом шаге 
j  + 1 решается следующим методом итераций. Пусть s — номер итера­
ции; полагая

„ Ѵ + Ч )  =  ф , М ) +  О Г »  — v,(s)) s ' ( v « ) ,

перепишем уравнение (2.3) в виде линейного уравнения относительно
( S+1) ( \vi , опуская для краткости индексы (s) над всеми остальными

величинами:

(2.5)Ai+1 v S ‘) — (Ai+1 +  Ai + B i)v(‘+,) + Ai  v - l 1» +  Fi = 0.

Здесь A i , определяются формулой (2.4),

Bi = S  (vi), Fi = ^ ( v i ) — p (v i ) + vi Bi.

Каждая итерация требует решения системы (2.5) при i =  1 ,2 , . . . ,  N  — 1 
Это осуществляется методом прогонки (см. [15]) по формулам:

а .1 =  0 ; од+1 =

А  =  v0; Pi+1 =

A i+1
Ai+1 +  Ai (1 — a i ) +  Bi

, i =  1 ,2 , . . . ,  N  — 1;

Aifti +  Fi
Ai+1 +  Ai(1 — a i ) +  B ■

, i =  1 ,2 , . . . ,  N  — 1;

(s+ 1)
N = v n  ; v

(s+ 1)
=  a i+ 1 v(++ ) +  A + 1, i = N  — 1, N  — 2, ... , 1
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Значения V0 и vN заданы краевыми условиями:

г’о =  А‘ ( і г ). v n  =  Tl{'jT )■

В качестве нулевой итерации выбираются значения с предыдущего 
шага: v(0) =  Vi. Условие окончания итераций

max
1<i<N- 1

(s+1) (s)V  — V: < £.

Во всех расчетах мы полагали £ =  10-3 (ср. §3, табл. 3).
Для каждого примера считается фактическое число итераций v j  и 

так называемое «отношение Куранта»

X =  max [К (и )г /Ь 2 \, 

характеризующее размер шага по времени.

2.3. Пример 1. Волна, распространяющаяся с постоянной ско­
ростью.

Используется аналитическое решение уравнения

I  = ! ( - ' £ ) '  »■»
представляющее собой бегущую волну:

f[acK- 1(ct +  Х1 — х)]1/а при х  ^  Х1 +  ct, (2 7)
\ 0  при х 1 +  ct ^  х.

Параметры расчета: а  =  2, к 0 =  0,5, c =  5, х 1 =  0. Из решения (2.7) 
были выбраны начальные значения при t 0 =  0,100 и краевые условия

u{t, 0 ) =  10%/#, u{t, ждг) =  0 .

Сетка достаточно мелкая: h =  0,02, N  =  50. Расчет проводился 
до t  =  0,200 шагом т =  2 • 10-4 ( х  =  5,0). Аналитическое решение и 
результаты расчета нанесены на рис. 2. Всюду, кроме нескольких бли­
жайших к фронту узлов, отклонение сосчитанного решения от точного 
не превосходит 0,002. Число итераций ѵ ^  3.

2.4. Пример 2. Нераспространяющийся фронт.
Используется аналитическое решение уравнения (2.6) при

—оо < t  < c:

a ( x 1 — x)
1/a

~  ̂у N при x  <  x u
2 яо (<r +  2 )(c — t)

0 при х 1 ^  х.
(2 .8)

Параметры расчета: а =  2, к 0 =  0,5, х 1 =  0,5, c =  0,1125. Шаг сетки 
h =  0,02, число узлов N  =  50. Из решения (2.8) были взяты начальные

u =
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значения при t 0 = 0,100 и краевые условия

■u(t, 0) =  1 /  а / 0,9 — 81 , и ( і , х м ) =  0.

Счет проводился до t =  0,110 шагом т =  10_4 (х =  6,2). Аналитическое 
решение и результаты расчета нанесены на рис. 3.

Абсолютная погрешность при t = 0,110 не превосходит 0,03. Число 
итераций ѵ <  3.

Обращаем внимание на то, что начальные и краевые условия в при­
мерах 1 и 2 весьма схожи. И условия расчетов одинаковые.

2.5. Пример 3. Волна, распространяющаяся с переменной ско­
ростью.

Используется автомодельное решение уравнение (2.6), представи­
мое в виде ряда

1 +  а,і(1 -  g) +  а2(1 -  s) 2 +  ...
1 +  (1\ +  09 +  • • •

0 при и <  х,

I c(t +  Сі)п (1 -  s ) 1̂  1 +  а Н -  -  8У +  -  п р и О ^ х ^ е
и = {  ѵ 17 ѵ 7 1+аі+а2 + ...

(2.9)
где s =  х/И , И =  D (t  +  С1 )m ,

a  постоянные
na + 1 „ 2

m  =  — -— , D z =
2 m a (1 +  ai + a2 + . . . ) ’

na — m  1 +  0 ,5a 1[(2a  +  1)(3a +  1) — 4 (a +  1)]
ai 2 m a ( a + l ) '  0,2 Яі 3(2cr+l)

aK0 с

0 1,0

Рис. 4

Параметры расчета: а = 2, n = 0, c =  10, c 1 =  0, к 0 =  (1 +  а 1 +  а2)2. 
Шаг сетки h = 0,05, число узлов N  =  80. Начальный профиль был
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сосчитан по выписанным членам решения (2.9) при t 0 =  0,010. Краевые 
условия:

u( t ,0 )  =  10, u ( t ,4 )  =  0.

Счет проводился до t  =  0,090: а) шагом т =  2 • 10-4  (х  =  6,7) 
и б) шагом т =  10-3 (х =  33,6). Разница между результатами обоих 
pасчетов не превосходит 0,02 всюду, кроме нескольких ближайших 
к фронту узлов.

Поэтому на рис. 4 нанесены все точки, полученные в варианте 
а), и лишь несколько крестиков, соответствующих результатам вариан­
та б). Сплошная кривая вычислена по выписанным в (2.9) членам.

Количества итераций ѵ указаны в табл. 1.

Т а б л и ц а  1

t 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
a) 4 4 4 3 3 3 3 3
6) 8 7 6 6 6 6 5 5

Очевидно, увеличение шага в 5 раз сопровождается увеличением 
количества итераций всего в 2 раза. Поэтому счет крупным шагом 
выгоднее, если только он обеспечивает достаточную точность.

2.6. Пример 4. «Распад разрыва» и счет на установление.
При заданных краевых условиях

u(t,  0 ) =  u 0, u(t, l) =  0 

уравнение (2 .6) имеет стационарное решение

u = щ (1 — x ) l/(a+ l), 0 <  x  <  l. (2 .10)

ем параметры для расчета: а  =  2, к  =  3, u 0 =  10, l =  1. Шаг 
сетки h =  0,02, число узлов N  =  50. Начальный профиль при t  =  0 
зададим, как в [7]:

/п , (10, 0 <  x  < 0,5,
u (0, x) =

^0, 0,5 < x  < 1.

Краевые условия:
u ( t , 0 ) =  10, u(t, 1) =  0 .

Используя теорему сравнения [3], можно оценить момент t* , когда 
фронт достигнет точки x  =  1. Для этого надо построить два аналити­
ческих решения уравнения (2.6) при а =  2 и к  =  3 так, чтобы

u 1 (0 , x) ^  u (0 , x) ^  u 2(0 , x)

и
u\(t ,  0 ) ^  u(t,  0 ) ^  u^(t, 0 ), 

найти соответствующие моменты t* и t*.
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В качестве u  можно выбрать ре­
шение вида (2.9) при n  =  0, опреде­
лив произвольные постоянные с и с  
из условий u i ( 0 , 0 ) =  10, £і(0) =  0,5 
(рис. 5). Получим t* =  2,1 • 10 . В ка­
честве П2 выберем решение типа (2.7), 
где параметры с и х 1 определим из
условия и  ^О, =  10 и t* =  max.

Получим и -2 =  2 0 \ /6 0 0 1 — х  +  0,75 
(рис. 5) и t* =  0,4 • 10_3. Итак, оценка

0,4 • 10“ 3 < t*  < 2,1 • 10“ 3.

Расчет а) проводился шагом т =
=  10_5 (х  =  7,5) до t  =  5 • 10_3; мо­

мент t* оказался несколько меньшим, чем 1,5 • 10_3 (результаты вы­
давались через 50 шагов). К моменту t  =  5 • 10_3 профиль еще не 
установился. Число итераций:

104t 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
V 4 4 3 2 2 2 1 1 1 1

Результаты нанесены на рис. 6 .

О 10 х
Рис. 6

В § 5 п. 5 доказано, что в этом примере устанавливающийся про­
филь не зависит от шага по времени. Поэтому выгоднее более крупный 
шаг. Расчет б) проводился шагом т =  2 • 10_ 4 (х =  150) до t  =  2 • 10_ 2.

Рис. 5
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Профиль установился 1) уже при t  =  10 2. Для всех t, начиная 
с 5 • 10- 3 , число итераций ѵ =  1.

§ 3. Двумерная задача.

3.1. Вычислительная схема.
Программа составлена для решения уравнения (1.1) при p =  2 

с краевыми условиями

u(t, 0 , у) = (t, у), u(t, x, 0 ) = ^ 2 (t, x),

u ( t , l \ , y )  = 7 * i  {t>y)> = T l'2 ^ ’x )’

для простоты вместо независимых переменных x 1, x 2 будем употреб­
лять x, у.

Сетка предполагается равномерной: x i =  ih 1, 0 ^  i ^  N 1; y k = k h 2,
0 ^  k  ^  N 2; t j  = jT .

В начальный момент t 0 =  0 задана матрица начальных значений 
(v0k ). Переход от матрицы (vjk ) на шаге t j  к матрице (v{+1) осуществ­
ляется в два этапа:

1) вычисляется матрица (vj+ 1/2). Для ее вычисления используется 
та же одномерная программа ОП ( § 2, п. 2), в которой полагаем N = N 1,

A i = T h - 2 K 1 [0,5(vi_1 +  vi)],

г’0 =  Ml ( ( i  +  r > k h '2 ĵ ,

VN , =  M l  ( ( i  +  T,kh-2^j ;

j  j + 1 /2эта программа по каждой строчке vJik вычисляет строчку vik —
поочередно для всех k =  1, 2, ... , N 2 — 1;

2) в ОП полагаем N  =  N 2,

Ak = T h _ 2 K 2 [0 ,5 (vk_1 +  v k )],

v0 =  М2 ((j + 1)т, ih  1),
v N„ =  М з ( ( І  +  l ) r > i h \ ) ,

и с помощью этой программы по каждому столбцу vj+ 1/2 вычисляем 
столбец vjk+l — поочередно для всех i =  1 ,2 , . . . ,  N 1 — 1.

Таким образом, ОП играет роль подпрограммы, которая «перера­
батывает» строчки (vjk ) в строчки (vj+ l/2), а потом столбцы (vj+ l/2) 
в столбцы (vj+ l ). Всего на каждом шаге ОП работает (N 2 — 1)+ 
+ ( N 1 — 1) раз k) .

1) Дальнейшие изменения значений ѵі не превосходят одной единицы в ше­
стой значащей цифре.

2) Краевые условия на первом этапе можно было бы брать и в любой другой 
момент t , заключенный между t j и .
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Для характеристики размера шага вычислены величины

Х1 =  max [K1 (u )r /h \]  и Х2 =  max [K2 (u ) r /

Чтобы облегчить наблюдение за ходом счета, на каждом шаге вычис­
лялась величина

{
N1 — 1 N2 —1 'j 1/ 2

У !  ^ 2 i vik -  u(jT , i h 1, fch2)]2h 1h ^  ,

i= 1 k=1 )

в какой-то мере характеризующая отклонение от точного решения.

3.2. Выбор аналитического решения.
Решение уравнения (1.1) можно искать в виде плоской бегущей 

волны u = f  (&), где p

& t  ^  ^Aax a,
a= 1

a A1, . . . ,  Ap — постоянные. Подставив предполагаемое решение в урав­
нение (1.1), получим обыкновенное дифференциальное уравнение, ин­
теграл которого имеет вид

& =  С 1 +  KaAa
a= 1

ис'а du _ 
и -  С ’

здесь С  и С 1 — постоянные интегрирования.
Особенно просто выглядит семейство решений, соответствующих 

C  =  0: p
& = C 1 + ^ 2 ( Ha/Va)A2au'Ja . (3.1)

a= 1
3.3. Пример 5. Анизот ропная плоская волна.
Рассмотрим двумерное уравнение (1.1) с параметрами

<71 =  4, К 1 =  4; 0 2  =  2, К2 =  0,25,

и для расчета используем решение (3.1) с заданными постоянными 
С 1 =  0, А1 =  1, А2 =  2. Соответствующее решение:

и _  1 0 ,5 ^ / - 1  +  -у/ 1 +  16(t -  х  -  2 у )  при t  >  х  +  2у, ^  2 )

[0  при t  <  x  + 2 y.

Сетка грубая: h 1 =  h2 =  1; число узлов N 1 ■ N 2 =  30 ■ 20 =  600. Из 
решения (3.2) взяты начальные значения, т. е. u(0, x, y) =  0, и краевые 
условия на прямых x  =  0, x  =  30, y =  0 и y =  20. Расчеты проводились 
до t  =  50: а) шагом t  =  0,2 ( х 1 =  37,2, Х2 =  0,34); б) шагом т =  1,0 
( х 1 =  186, Х2 =  1,7); в) шагом т =  2,0 ( х 1 =  372, Х2 =  3,4). Некоторые
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25,0 х 0 15,0 у

Рис. 7 Рис. 8

результаты при t  =  30 нанесены на рисунки 7 и 8, где крестиками 
обозначены результаты варианта в), точками — варианта а); сплошные 
кривые — это аналитическое решение.

Уменьшение отклонения при t  =  50 объясняется тем, что волна 
уже захватила почти весь прямоугольник, а процесс выравнивания 
температуры считается лучше, чем процесс распространения.

Т а б л и ц а  2

t 10 20 30 50

а) 0,290 0,438 0,543 0,457
5j б) 0,538 0,935 1,270 1,019

в) 0,825 1,55 2,13 1,85

Т а б л и ц а  3

£ t
5 10 15 20 25

10
10~3
10~6

0,356
0,217
0,217

0,963
0,290
0,290

1,477
0,392
0,392

1,89
0,438
0,438

2,27
0,509
0,509

Т а б л и ц а  4

Счет а) б) в)

По х 5 10 15
По у 2 3 4

Чтобы исключить возможность «недоитерирования», часть вариан­
та а) считалась с тремя различными значениями е (см. § 2 , п. 2).
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Соответствующие значения 5j  указаны в т а б л . 3 1) . Отклонения от 
точного решения указаны в табл. 2 .

Максимальные числа итераций vmax приведены в табл. 4 2) . Замеча­
ние, сделанное в конце п. 5, § 2, остается в силе.

3.4. Некоторые замечания.
Так как при счете по x  использовались краевые значения, взятые 

при t  = t j + 1/ 2, то профили v( t j+1, x, у к) хуже примыкают к краевым 
условиям при x  =  0 , чем профили v ( t j+1, x i , y) — к краевым значениям 
при y =  0 .

На первый взгляд кажется, что все значения v ( t j+1, x, у) на линии 
x  + 2 у =  const должны быть заключены между соответствующими зна­
чениями u ( t j + 1/ 2, x, у) и u ( t j , x, у). Однако на втором этапе в процессе 
счета по y  некоторые значения, главным образом в окрестности фронта, 
могут опуститься ниже, чем значения u ( t j + 1/ 2, x, у). В принципе это 
явление может привести к возникновению немонотонностей в счете. 
В нашем примере даже при крупном шаге немонотонности весьма 
малы, а в варианте а) не превосходят двух-трех тысячных.

Наконец, заметим, что в анизотропной задаче изменение порядка 
счета направлений — сперва по у, затем по x  — вообще говоря, влияет 
на точность результата.

§ 4. Трехмерная задача.
4.1. Вычислительная схема.
Программа составлена для решения уравнения (1.1) при p =  3 

в кубе: 0 ^  x  ^  / 1 ,0  ^  у  ^  І2, 0 ^  z ^  I3 (вместо x 1, x 2, x 3 будем писать 
x, у, z ), на поверхности которого заданы значения искомой функции.

Сетка равномерная: x i = ih u  0 ^  i ^  N 1; у к =  kh2, 0 ^  к ^  N 2, 
zm =  mh.3, 0 ^  m  ^  N 3; t j = j r .

В начальный момент t 0 =  0 задана начальная таблица (v0km). Пере­
ход от (vjkm) к ( v ^ m ) осуществляется в три этапа:

1) сначала подпрограмма ОП преобразует «строчки» 0 <  i <  N 1 
таблицы (vjkm) в «строчки» (vf+^l/3 ), используя краевые значения 
и ( Р +1/й , 0 , у к , Zm ) и u( t j+ 1/3 , І1 , у к, zm ); на этом этапе N  =  N 1 и

Ai = r h - 2 K 1 [0,5(vi_1 + v i )];

2) «столбцы» 0 <  к <  N 2 таблицы (vj+7l / 3 ) преобразуются про­

граммой ОП в «столбцы» (v'l+m2 ‘i ) с помощью краевых значений

1) При е = 10 считается всего одна итерация на каждом шаге.
2) При всех t, для которых есть выдачи, значения ѵ равны 1 для тех строк

(столбцов), до которых волна еще не дошла, и равны vmax для большинства 
других строк (столбцов).
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u( t j +2/ 3 , x i ,0, zm ) и u ( t j +2/ 3 , x i , l2 , zm ); на этом этапе N  = N 2 и 

Ak = r h - 2 K2[0,5(vk-i + v k )];

3) «высоты» 0 ^  m  ^  N 3 таблицы (vj+22/ 3 ) преобразуются 
в «высоты» (vj+2 ) c использованием значений u ( t j +1, x i , y k , 0 ) и 
u( t j +1, x i , y k, I3 ) в предположении, что в ОП число узлов N  =  N 3 и

A m = Th3 K 3[0 ,5(vm - 1 +  vm)].

Всего на каждом шаге подпрограмма ОП работает (N 2 — 1)х
x ( N 3 — 1) + (Ni — 1 ) (N 3 — 1) +  (N 1 — 1)(N2 — 1) раз.

4.2. Пример 6 . Изотропная плоская волна в пространстве. 
Рассмотрим трехмерное уравнение (1.1) с параметрами

<71 =  0 2  =  <73 =  2 , К1 =  К2 =  К3 =  0,06

и для расчета используем решение (3.1) с заданными постоянными 
C 1 =  0, А1 =  Л2 =  A3 =  1. Соответствующее решение:

Г(10/3),/^  -  х  -  у -  z  при t  >  х  + у  +  z, 
и  ^  (4.1)

10 при t  ^  x  + y + z.

Сетка грубая: h 1 =  h2 =  h3 =  1; число узлов N 1 • N 2 • N 3 =  103. Из ре­
шения (4.1) взяты начальные значения, т. е. u(0, x, y, z ) =  0, и краевые 
условия на плоскостях x  =  0 , x  =  10, y =  0 , y =  10, z =  0 и z =  10.

Расчет проводился от t 0 =  0 до t  =  9,0 1): а) шагом т =  0,2 (х  =  1,2) 
и б) шагом т =  1,0 (х =  6,0).

Т а б л и ц а  5

г 1 2 3 4 5 6 7
и 7,4536 6,6667 5,7735 4,7140 3,3333 0 0

ѵт а) 7,4541 6,6673 5,7740 4,7154 3,3587 0,735 0,001
б) 7,4547 6,6710 5,7832 4,7352 3,3901 1,119 0,002

Результаты расцениваются нами как хорошие: на расстоянии двух 
счетных интервалов от фронта счетные значения уже весьма близки 
к точным. Для примера приводим в табл. 5 значения vi21 (т. е. значения 
функции в узлах, расположенных на прямой y =  2, z =  1) в мо­
мент t  =  9.

1) Волна за это время не успевает дойти до плоскости x + y + z = 10, что 
позволяет на гранях x = 10, у = 10 и z = 10 использовать нулевые краевые 
условия.
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Чтобы показать, насколько хорошо передается скорость распро­
странения волны, приводим в табл. 6 значения функции v во всех 
внутренних узлах, расположенных в плоскости x  + у + z  =  5 при t  =  8 
и в плоскости x  + у + z =  6 при t  =  9 (вариант а)).

Т а б л и ц а  6

t =  8 5,7744 t =  9

5,7743 5,7744 5,7742

5,7742 5,7741 5,7743 5,7742 5,7742

5,7741 5,7739 5,7740 5,7740 5,7740 5,7740 5,7740

Числа расположены в таблицах так, как видны соответствующие 
узлы из точки (0 ; 0 ; 0). Значение точного решения u  на этих плоско­
стях равно 5,7735. (Здесь уместно напомнить, что итерации считались 
с точностью до £ =  0 ,001.)

Максимальные количества итераций vmax равны 3 -4  в варианте а) 
и 4 - 6  в варианте б).

4.3. Сравнение с расчетом по явной схеме.
Та же задача считалась по «схеме Эйлера»:

vikm = vikm +  A i+ 1 km(vi+ 1 km — vikm) — A i1m (vikm — vi—1km) +
i2) i2)

+ A ik+ 1m (vik+ 1m vikm ) A ikm (vikm vik—1m ) +
i3) i3)+ A i km+ 1 (vikm+1 vikm) A ikm (vikm vikm—1) ,

где

A ikm = T h - K 1 [0 ,5(vi—1km + vikm ̂

A ikm = Th— K 2 [0 ,5(vik—1m + vikm ̂

A ikm = Th— K 3 [0 ,5(vikm—1 + vikm )]•

Все входящие в правую часть величины вычисляются на шаге j .  Сетка 
и краевые условия — те же, что в п. 2. Чтобы получить примерно ту же 
точность, что в методе переменных направлений, пришлось уменьшить 
шаг в 20 раз (т =  0,01 и т =  0,05). Время счета по явной схеме 
оказалось почти в 4 раза большим 1) .

1) Как известно, явная схема теряет устойчивость при увеличении х. Необ­
ходимость вести счет мелким шагом может обойтись гораздо дороже (чем 
в 4 раза) в случае, когда уравнение теплопроводности входит в состав системы 
дифференциальных уравнений.
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§ 5. Разностная бегущая волна.

5.1. Определение.
Построим решение уравнения (2.3), удовлетворяющее условию

vj = vj—1, (5.1)

где в  ^  1 — целое число. Очевидно, такое решение сохраняет свой 
профиль от шага к шагу (по j ), смещаясь при этом на в  счетных
интервалов вправо. Таким образом, скорость движения всех точек
профиля постоянна и равна с = e h /т.

Подставив (5.1) в (2.3), получим уравнение

9 >(vi) -  9 >(vi+0 ) = A i +1 (vi+1 -  Vi) -  A i(v i  -  Vi—1),

в которое входят все величины на одном шаге. Это уравнение допус­
кает «первый интеграл»:

в
A i+ 1 (vi+1 -  V i ) + ^  9>(vi+k) =  C 1. (5.2)

k=1
Разностными бегущими волнами  мы называем все решения уравне­
ния (5.2).

Такие решения могут оказаться очень полезными для исследова­
ния различных способов интерполяции (т. е. различных способов вы­
числения A i ).

Дальше будем полагать y>(v) = v.

5.2. Разностная бегущая волна, распространяющаяся по нуле ­
вому фону.

Решение уравнения (5.2), представляющее собой волну, движущу­
юся по нулевому фону (рис. 9), можно выделить следующим образом. 
Пусть £0 =  x i0 +1 — положение разностного фронта. Будем считать, что

ѴІ0 + 1 ѴІ0 +2 ... ѴІ0+в — 0,

а значение v i0 =  0. Определим это значение с помощью формулы (2.2), 
допустив, что равенство

K(u) du _  eh
u дх т 

справедливо в фиктивной точке x i0 + 1/ 2:

(1г/т)Акі+ і К - І + і —  ѵ і0) _  /3h

0,5(vi0+1 +  vi0) т

Отсюда получаем условие для нахождения vi0 :

Ai0+1 =  0,5в. (5.3)
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Все значения vi при i < io будем нахо­
дить из уравнения

в
Ai+1(vi+1 — vi ) + vi+k =  C 1, (5.4)

k=1

где, очевидно, С 1 = — 0 ,5вvІ0.
В случае K (и) = кои 7  из (5.3) сле­

дует, что

Рис. 9 vi0 = 2(Не/2ко) 1/7

где е = (ЗН/г — скорость. Нетрудно проверить, что это значение отли­
чается от соответствующего значения на аналитической бегущей волне 
(см. (2.7)) множителем о, 5 (2 а )1/7. В частности, при а =  1 (уравнение 
Буссинеска), а также при а =  2 профиль построенной нами волны (5.3),
(5.4) очень близок к профилю волны (2.7).

5.3. Разностный фронт в случае схемы сквозного счета.
Однако при сквозном счете волны, распространяющейся по нуле­

вому фону, мы имеем дело не с решением (5.3), (5.4), а с решением, 
удовлетворяющим, строго говоря, условию на бесконечности:

u i ^  0 , когда i ^ ж .

Появление фронта связано с появлением «машинного нуля», или, иначе 
говоря, определяется допустимой точностью вычислений. Значит, что­
бы исследовать схему сквозного счета (п. 2, § 2), нужно рассмотреть 
решения уравнения

в
A i+1 (vi+1 — vi ) + vi+k =  ° (5.5)

k=1

Легко доказать, что все положительные решения уравнения (5.5) 
монотонны, стремятся к нулю, когда i ^  ж, и стремятся к то при
i ^  —ж.

Введем новые переменные

1/7Wi = Хо v i ,

где хо =  котН- 2. В новых переменных вместо (5.5) получим уравнение

[0,5(wi+1 +  Wi)]7  (wi+1 — Wi) + ^2 Wi+k = 0 . (5.6)
k= 1

Следовательно, профили искомых решений зависят главным образом 
от нелинейности (а) и от скорости (в), а не от сетки или ко.
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Обозначим через п наименьшее допустимое в счете число (иначе 
говоря, всякое число, меньшее п, считается нулем). Если wi+\ = п, то 
из (5.6) следует, что

гѵі =  (2<j?7)1/(<j+1) -  ^ q r | 7? + ° (7?)-

Поэтому, обозначив через io номер последнего отличного от нуля числа 
wj, можно утверждать, что в счете возможны только значения О

?? <  т к] <  (2<j?7)1/(<j+1) -

В самом деле, если бы w io было меньше п, то последний номер 
ненулевых wi был бы меньше io, а если бы w io было больше правой 
части, то мы имели бы wio +\ ^  п и последний номер был бы больше io.

Т а б л и ц а  7

г 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

13= 1 3,359 3,062 2,736 2,372 1,955 1,454 0,820 0,158 1,0- 10“ 3 2,5 • Ю - 10 0
13 = 2 4,253 3,814 3,333 2,801 2,205 1,530 0,822 0,158 1,0- 10“ 3 2,5 • Ю - 10 0

В табл. 7 приведены значения wi , соответствующие случаю а  =  2, 
п =  2,5 • 10-10 при в  =  \ и в  =  2; номер i0 =  \0.

5.4. Численный пример.
Задача, рассмотренная в примере 1 (§ 2), считалась по очень грубой 

сетке: N  =  50, h =  0,25, от t 0 =  O,l0 до t  =  2,00 шагом т =  0,05 
(х  =  80) и шагом т =  0,10 (х  =  160).
Эти параметры удовлетворяют усло­
вию ст/ h  = в  при в  =  1 и в  =  2, так 
что при специальном выборе краевых 
условий решение могло бы оказаться 
бегущей разностной волной.

В нашем примере через несколь­
ко шагов счетный профиль стано­
вится весьма близким к разностной 
бегущей волне. В дальнейшем этот 
профиль перемещается со скоростью, 
близкой к с, незначительно перестра­
иваясь, так что \vj  — v : ^ 0  с ро­
стом j .  На рис. 10 в крупном масшта­
бе нанесены аналитическое решение 
(2.7) в окрестности фронта в момент 
t  =  2,00 (сплошная кривая) и результаты, полученные в счете (темные 
точки — при т =  0,05, светлые точки — при т =  0,10); пунктирные

1) Для простоты это рассуждение проведено для wi, а не для ѵі.

Рис. 10
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кривые — это профили разностных бегущих волн, сосчитанные по 
таблице, помещенной в конце п. 3, по формуле гц = щ ./^ /хо -

Так как фронт «размазывается» по очень грубой сетке, то ошибка 
в окрестности фронта довольно заметная. При удалении от фронта она 
быстро уменьшается.

Для первого из этих вариантов число итераций на каждом шаге 
ѵ =  9, а для второго ѵ =  12 (ср. конец п. 5, § 2).

5.5. Разностное стационарное решение.
Стационарное решение уравнения (2.3), определяющееся условием

vjj = v j - 1 , (5.7)

можно рассматривать как частный случай разностной бегущей волны 
при в  =  о, когда скорость профиля равна нулю. Разностные стационар­
ные решения удовлетворяют уравнению

Ai+ 1(vi+1 — vi ) =  С ь (5.8)

вполне аналогичному (5.2), где С 1 — произвольная постоянная.
В примере 4 устанавливается стационарное решение, удовлетворяю­

щее краевым условиям: vo — задано, vN =  о. Нетрудно проверить, что 
это решение не зависит от шага по времени т (это свойство однородных 
разностных схем).

В самом деле, так как в рассматриваемом примере а  =  2, то урав­
нение (5.8) (принимая во внимание (2.4)) можем переписать в виде

(vi+1 + vi )2(vi+1 — vi ) = — с3,

где С  = -  ^/АСфг/жот  — снова произвольная постоянная. Сделаем 
замену vi = C w i . Для определения w i получим уравнение

(Wi+1 +  Wi)2(Wi — Wi+1 ) =  1.

Зная №дг =  0, можно определить все гщ, і = N  — 1, N  — 2, . . . ,  0. Затем 
надо выбрать значение произвольной постоянной С  = vq/ wq и найти 
искомые значения гц = С г ѵ Очевидно, это решение зависит лишь от 
N , т. е. от размера сетки по пространству.

Т а б л и ц а  8

х-і 0,2 0,4 0,6 0,8 0,9 0,98

и ( х - і ) 9,283 8,434 7,368 5,848 4,642 2,714

Vi

СЛ О 9,289 8,447 7,393 5,900 4,733 2,981
N =  10 9,308 8,495 7,486 6,091 5,052 —

N  = 5 9,332 8,551 7,592 6,298 — —
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При счете на установление примера 4 (б) получены значения, 
совпадающие с таким образом сосчитанным стационарным решением 
с точностью до 0,0 0 0 0 0 0 1 .

В табл. 8 приведены значения аналитического и разностных стацио­
нарных решений для этой задачи при N  =  50, N  =  10, N  =  5.
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36 лет назад Александр Андреевич Самарский и я  готовили к пе­
чати статью о численном реш ении квазилинейного уравнения т еп­
лопроводности с помощью однородных разностных схем и метода  
переменных направлений. В  ходе работы мы обнаружили необычное 
реш ение : конец стержня нагревается, температура неограниченно  
возрастает, однако длина нагретого участка не меняется, и фронт 
тепла стоит на месте (конечно, предполагается, что существу­
ет стержень, теплопроводность которого подчиняется указанному  
нелинейному закону).

Помню, как подробно обсудив это решение, Александр Андреевич  
спросил меня:

— Вы можете указать реальную задачу, описываемую таким  
решением?

Я  признался, что нет.
— Вот и я не могу, — сказал он, — нельзя такое решение пуб­

ликовать. Однако позднее мы придумали, что можно использовать  
это решение в качестве теста : два набора начальных и краевых  
условий  (примеры 1 и 2 ) выглядят совершенно сходно, однако в пер­
вом примере фронт тепла перемещается с постоянной скоростью , 
а во втором — стоит неподвижно. И  наша разностная схема 
сквозного счета (то есть, без выделения фронта) вполне адекватно  
передает обе эти ситуации.

В дальнейшем решения такого типа получили  название  «режи­
мов с обостpением», а описываемую ситуацию часто называют  
«локализацией тепла».

Кто бы мог подумать, что это «странное» решение окажет­
ся отправной точкой для многочисленных исследований! Далеко  
идущие обобщения , новые теоремы , оригинальные математические  
модели, разнообразные приложения — все это можно рассматри­
вать как новое направление не только в уравнениях с частными  
производными, но и вообще в математике.

И. М. Соболь 
Москва, 10.04.1998
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Тепловые структуры и фундаментальная длина 
в среде с нелинейной теплопроводностью 

и объемными источниками тепла

А. А. Самарский, Н. В. Змитренко, С. П. Курдюмов, А. П. М ихайлов

В работе изучаются условия возникновения и характер развития 
тепловых неоднородностей (структур) в неподвижной среде с коэффи­
циентом теплопроводности и объемными источниками тепла, завися­
щими степенным образом от температуры. Установлено, что в такой 
среде существует пространственный масштаб (фундаментальная дли­
на), определяющий размер области, в которой имеет место метаста- 
бильная локализация тепла и на асимптотической стадии процесса 
происходит образование тепловых структур. Ряд особенностей нели­
нейной теплопроводности и тепловых структур исследовались в рабо­
тах [1-15].

1. Рассматривается одномерная нестационарная задача об иниции­
ровании процесса горения возмущением температуры, внесенным в ко­
нечный участок длины Д г 0 первоначально холодной среды (задача (а)), 
а также задача о неустойчивости гомотермического горения среды, 
равномерно нагретой в начальный момент (задача (б)). Исследование 
проводится при помощи анализа автомодельных и аналитических ре­
шений, а также при помощи прямого численного решения соответству­
ющих уравнений в частных производных.

Рассмотрим задачу Коши в области - т о  < r < ж  для уравнения 
с источниками (задачу о горении)

где n  =  (1 -  в)  1, m 1 =  n o / 2 , m  =  m 1 +  1/ 2 , q1 =  - q 0 < 0 , a f  (£) — 
решение уравнения

Ограничимся здесь случаем в  > 1, для которого £ — вещественная 
переменная при t  < 0 ; так как n  < 0 , то из (2) следует, что T (r ,  t) ^  ж

Формула (2) дает решение задачи Коши (1) при t 0 <  t  < 0 и спе­
циальном задании T 0 (r) = (q1 t 0)n f  (£0), где £0 =  £(r, t 0). При t  ^  - ж

(2)

n f  + m £ f 1 = ( f J f ')' + f e , f ' = df /  d£. (3)

при t  ^  - 0 .
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эта функция стремится к нулю и поэтому (2) можно трактовать как 
решение задачи (а) с бесконечно малыми начальными данными при 
t  =  — ж .

2. В случае задачи (а) будем искать решение, отличное от нуля
в конечной (или бесконечной) области — £ф ^  ^  £ф и удовлетворяющее
условиям холодного фона f  =  0 , f * f ' =  0 при £ =  ±£ф, а также условию 
симметрии f ^£=0 =  0 .

Из формулы (2) видно, что возможны три различных режима 
горения:

1) HS-режим (при 1 < в  < а  +  1), когда полуширина области горе­
ния Ат*  =  r ( £* , t ) —  r ( — £* , t ) ( f  ( £* ) / f 0 =  1 /2 )  возрастает с ростом 
t  (при t  ^  - 0);

2) S-режим (при в  =  а +  1), когда Ат* неизменно во времени;
3) LS-режим (при в  > а  +  1), когда полуширина области горения 

сокращается (ср. [4]).

3. Указанные режимы являются асимптотическими при задании 
произвольного возмущения T ( r, t 0 )  =  T0 ( r )  в конечный момент времени 
t  =  t 0; они могут установиться на стадии, когда выделяется тепла 
гораздо больше, чем имелось при начальном подогреве в момент t  =  t 0. 
Из-за неавтомодельности начальных данных решение задачи (а) об­
ращается в бесконечность не в момент t  =  0, а в некоторый момент 
t  =  t f  (такие решения называют обычно режимами с «обострением», 
см. [3,4,14]) .  Очевидно, что t f  =  t 1 + 12, где t 1 — время установле­
ния профиля, близкого к автомодельному, a t 2 — время, оставшее­
ся до момента фокусировки. В случае S-режима находим (см. п. 4) 
t 2 =  2(а  +  1) [а( а +  2 ) T  *  (0, ^ )ад] - 1.

Для исследования удобно формально перейти от переменной t  е 
€ (—ж ,0 ) к переменной — ( t f  —  t ) , где 0 < t  < t f ; при этом £ =  

=  k0 1/2q- m 1  r ( t f  —  t ) - m , a q1t  заменяется на q0 (t f  —  t ) > 0 .
На рис. 1 приведены профили температуры T ( r )  для различных 

моментов времени в случае S-, HS- и LS-режима. Для S-режима они 
получены (рис. 1, а) численным решением задачи ( 1) при &0 =  1, q0 =  1, 
а =  2. Для S- (в  =  3 )  и HS-режима (в =  5 /3)  решения выходят на 
автомодельное решение в соответствии с (2) (рис. 1, б). Аналогичные 
расчеты для LS-режима при в  > а  +  1 (рис. 1, в) показали, что в случае 
конечных начальных возмущений выхода нет, однако профиль T ( r , t ) 

внутри области горения близок к а. р. и сильно искажается на границе 
области.

4. В случае S-режима существует аналитическое решение уравне­
ния ( 1), удовлетворяющее условию f а f '  =  0 при f  =  0 :

T ( r , t )  = (q0( t f  -  / ) r 1/<T(sin2 a(ci -  r ) ) 1/<T, (4)

где ci — произвольная постоянная, q0 = qoa(a + 2 ) /2 (a  + 1), a  = 
= [а2 qo/4ko(а +  1)]1/2.
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Рис. 1. Профили температуры T  для различных моментов времени (числа 
у кривых) в случае S-режима (а), HS-режима (б), LS-режима (в)

Решение (5) является периодической функцией r  с периодом

L t  = п / а  = 2п[(а +  1)k0/ a 2 q0 ]1/ 2. (5)

Эту величину мы называем фундаментальной длиной (ф.д.). Из (4) 
видно, что в точках r k = С1 + k L T , k =  ±1 ,  ± 2 , . . . ,  потоки равны нулю. 
Имеет место самоподдерживающаяся в течение конечного времени, 
зависящего от начального возмущения, тепловая изоляция соседних 
слоев ( r fc_ 1, r k) и (r k , r fc+1) длины L t .

В случае задачи (а) при а  = в  — 1, независимо от условий Д г 0 <  L t  
или Д г 0 >  L t , решение уравнений (1) асимптотически выходит на
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один период решения (4), иными словами, горение происходит «на 
ф. д.» в окрестности (имеющей диаметр L T ) точки с максимальной тем­
пературой T0(r). При специальном выборе начальных данных можно 
получить одновременное горение нескольких структур (4), каждая из 
которых имеет длину L T .

5. Рассмотрим теперь задачу (б) о гомотермическом горении 
с T 0 (r) = T (0) =  const; ее решение имеет вид

T (r ,  t) =  T (t)  = ( (в  -  1 )q0 ( t f  -  t ) ) 1/ ( 1- e ) ,

0 < t < t f  = (Q0(0 -  1)Te - 1(0))- 1. ( )

Проведено исследование устойчивости решения (6 ) относительно ма­
лых возмущений ST = A(t)  exp i (u t  —  kr)  и показано, что в HS-режи­
ме (при в  < а  +  1) решение (6) устойчиво для возмущений всех 
длин волн, a в LS-режиме (при в  > а  +  1) неустойчиво для воз­
мущений любых длин волн; при этом возмущения растут по зако­
ну ( t f  —  t ) e n . Гомотермическое горение в S-режиме (при в  = а  +  1) 
неустойчиво для возмущений с длиной волны больше критической: 
Л >  Лс =  2 n[k0 /q 0 (a +  1)]1/ 2, при этом возмущения растут по закону 
( t f  —  t ) n 1 , n 1 = в(1 —  (Лс/Л)2) / ( 1 — в),  при а > 0 и по экспоненте 
с инкрементом (1 — (Лс/X ) 2 )q0 , при а  =  0.

Численные расчеты показывают, что в случае Д г 0 <  L T область 
горения растет, пока ее диаметр не достигает ф.д. L T , после чего 
скорость горения возрастает на несколько порядков (явление вспышки 
«на ф.д.»). Вспышка аналогична цепной реакции в размножающей 
среде с линейной диффузией (если а =  0 ( в  =  1), то Лс совпадает с кри­
тическим размером, a L T =  го; если а ^  1, то Лc/Lт  = а / ( а  +  1) «  1).

6. В случае в  = а  +  1, вводя x  = f ст+1, запишем (3) в виде уравне­
ния движения консервативной системы:

х "  = ((а  +  1 ) / а ) х 1/(ст+1) — (а +  1)x, x ' = d x / d r , т = £. (7)

Потенциал поля сил V (x) имеет минимум V0 =  —(а +  1 ) /2(а  +  2 ) а 1+ 1/ст 
в точке x  = x 0 = а - 1 - 1 /а (гомотермическое решение) и обращается 
в нуль при x  = x 1 =  0 и x  = x 2 = (2(а  +  1) /а (а  +  2 ) )1+ 1/ст. Уравнение 
(7) имеет интеграл энергии 1 /2 (x ' ) 2 +  V (x) = E 0 . Периодическое 
решение (7) для x > 0  ( f  > 0) имеет место при Е 0 <  0. При Е 0 =  0 
имеет место периодическое решение (4) с предельно большим 
периодом колебаний Ат = 2п\J а  +  1 /а .  При Vo <  Eq <  0 существуют 
периодические решения с x  > 0 (колебания около гомотермического 
фона x  =  x 0). По мере стремления Е 0 к V0 их период уменьшается, 
а амплитуда стремится к нулю. При Е 0 =  V  имеет место гармониче­
ское периодическое движение с периодом Ат = 2 п ф т .
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Таким образом, неустойчивость гомотермического горения на разви­
той стадии S-режима обусловливает непрерывный спектр длин струк­
тур в диапазоне L T = 2п[(а +  1)ко/ а 2до]1/2 >  Ат >  2п(ко/а д о) 1/2. 
Однако из-за горения в режиме обострения выделение тепла в струк­
туре происходит так быстро, что при t  ^  t f  любой температурный 
фон (даже гомотермический, но с большим t f ) оказывается бесконечно 
малым по сравнению с температурой в структуре и задача (б) сводится 
к задаче (а), а спектр длин структур, как подтверждают численные 
расчеты, вырождается в L T .

7. При горении в LS-режиме (задача (а)) тепло метастабильно ло­
кализуется в области длины ~  L y S). Ф. д. L y S) оценивается через L T 
мажорирующего S-режима по формуле

4 LS) =  (27Га/сг+ 1 / ( j ) y jk b /q l  =

= п ^ 2 к 0(/3 + а  +  1 ) /q0 a(/3 -  1) Т ^ +1^ )/2. (8 )

Эквивалентная дд мажорирующего S-режима определяется из усло­
вия равенства температур и t f S  и исследуемого LS-режима в началь­
ный момент времени. Таким образом, ф.д. в LS-режиме зависит не 
только от свойств среды (а, в ,  ко, до), но и от величины максимальной 
температуры Тот =  max То(т). Если Тот ^  о, то L ^ S) и реализу­
ется а. р. (2). При Тот =  о а. р. всегда искажено, осуществляется лишь 
часть решения внутри ф.д. (8). Оценка (8) для ф.д. L ^ S) подтвержда­
ется в результате численного решения задачи (1). Она справедлива для 
Ато, ненамного отличающейся от L ^ ^  (например, в два раза), так как 
вывод (8) не учитывал разницы между t 2 и t f .

Задача (б) в LS-режиме на асимптотической стадии сводится к за­
даче (а), как и в случае S-режима (см. п. 6).

Учет ряда физических факторов (выгорания среды, изменения зако­
на скорости горения с ростом температуры и др.) приводит к переходу 
LS- и S-режимов в HS-режимы при конечных температурах, уменьшая 
время локализации тепла. При в  ^  1 горение осуществляется всегда 
в HS-режиме. В сжимаемой движущейся среде аналогом ф.д. является 
фундаментальная масса [3, 14].

Авторы благодарят Г. Г. Еленина за обсуждение работы.
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В этой статье подведены итоги одного из самых первых ис­
следований развит ия  режимов с обострением в нелинейной среде. 
Сейчас это понятие — «нелинейная среда» — стало общеупотре-  
бимым в том смысле, какой вклады вали  в него А. A. Самарский  
и С. П. Курдюмов в начале этих работ. Под названным термином  
в первую очередь подразумевается определенная математическая  
модель , в данном случае — описание с помощью уравнения нелиней­
ной теплопроводности с объемным источником энергии, учит ы ва­
ющего процессы выделения и диффузии тепла.

Сергей Павлович первым обратил внимание на необычное поведе­
ние процессов диффузии при развит ии режимов с обострением : если  
температура на границе среды с коэффициентом теплопроводно­
сти , растущим с температурой , увеличивалась , стремясь к беско­
нечности при приближении к конечному моменту времени , то имело  
место отсутствие распространения тепла в глубь среды в течение  
всего промежутка времени до указанного момента. Пример  «сто­
ячей» волны прогрева в случае степенного характера роста тем­
пературы на границе и степенной же зависимости коэффициента  
теплопроводности от температуры был построен А. A. Самарским  
и И. М. Соболем еще в 1961 г.! В дальнейшем А. A. Самарским, 
С. П. Курдюмовым, А. П. М ихайловым, В. Л. Галактионовым и учени­
ками Сергея Павловича были найдены гораздо более общие си-
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туации, в которых проявляется этот эффект «метастабильной  
ло к ализации  тепла».

Когда в 1973 г. под руководством А. A. Самарского и С. П. Курдю- 
мова началось систематическое изучение свойств режимов с обо­
стрением в нелинейных средах, Сергеем Павловичем было высказано  
предположение, что такие режимы могут порождаться самой сре­
дой (а не навязываться в виде условий на границе). Д л я  этого в сре­
де должен действовать нелинейным образом зависящ ий от тем­
пературы  (!) источник тепла. В этом случае конкуренция процес­
сов выделения  (источник) и распространения  (диффузия ) энергии  
приведет к появлению новой характеристики среды : минимального  
размера области, на котором эти процессы «уравновешивают» друг 
друга. Источник тепла порождает режим с обострением, а р а зви ­
тие этого режима приводит к ло к ализации  тепла на определен­
ном размере, названном в аннотируемой статье «фундаментальной  
длиной». Предлагаемая статья интересна также тем, что в ней 
впервые опубликовано точное реш ение , описывающее случай л о к а ­
лиза ц и и  энерговыделения на неизменном со временем размере.

Дальнейшее развитие сформулированных в данной работе идей  
привело к изучению сложных структур нелинейной среды, к своеоб­
разному «нелинейному гармоническому анализу», когда вместо тра­
диционных, но не имеющ их отношения к нелинейной задаче гармо­
н и к , анализу  подвергаются так называемые собственные функции  
нелинейной среды , т. е. частные точные решения соответствую­
щ их нелинейных задач .

Высказанные в середине 70-х годов прошлого века Сергеем П ав­
ловичем эти идеи казались слишком необычными, но уже с совре­
менных позиций они представляются вполне естественными. Еще  
в начале работ, примером которых являет ся предлагаемая статья, 
А. A. Самарский и С. П. Курдюмов говорили, что нелинейность — не 
экзотика, а неотъемлемое свойство природы, и математический  
язы к ее описания должен быть адекватен этой ее сущ ност и .

Многочисленные явления  природы (перегревная и ионизационная  
неустойчивости в плазм е , гидродинамические неустойчивости в га ­
зах  и жидкостях и т .п .)  требуют изучения нелинейных мат ема­
тических моделей. Нелинейность приводит к новым  (не экспоненци­
альным , как в линейном анализе ) законам роста неустойчивости , 
а наличие механизма «разравнивания» (типа диффузии) — к возник­
новению структур. Общий и адекватный язы к описания т аких  про­
цессов формировался в работах А. А. Самарского, С. П. Курдюмова  
и их учеников во многом на основе пионерских идей Сергея Павло­
вича. Одним из примеров такого подхода является предлагаемая  
вниманию читателя статья .

Н. В. Змитренко

3*
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Локализация термоядерного горения в плазме 
с электронной теплопроводностью

Н. В. Змитренко, С. П. Курдюмов, А. П. М ихайлов,  А. А. Самарский

В рамках плоской геометрии и модели среды, учитывающей элек­
тронную теплопроводность и локальное поглощение а-частиц, рас­
смотрены особенности зажигания термоядерного горения (ТГ) в D +  
+  Т-плазме. Показано, что этот процесс может сопровождаться локали­
зацией горения на определенных участках среды в течение конечного 
промежутка времени, а его возбуждение носит резонансный характер и 
зависит от амплитуды и размера начального возмущения температуры.

1. Распространение волны ТГ изучалось в [1-3]. В данной работе 
рассмотрена начальная стадия горения, вызванного возмущением тем­
пературы конечной амплитуды. В мишенях, используемых в лазерном 
термоядерном синтезе (ЛТС), это возмущение создается, как показы­
вают расчеты на ЭВМ, первоначальной ударной волной и дальнейшим 
нагревом вещества при его почти адиабатическом сжатии [1, 4 , 5 ].

Будем пренебрегать выгоранием DT-материала и процессами пе­
реноса излучения и рассматривать плазму как однотемпературную, 
идеальную и неподвижную среду. Справедливость допущений будет 
проверена ниже.

Для сечения реакции (а-у)от используется выражение из [6], спра­
ведливое в диапазоне 1 <  Т  <  30 кэВ. Тогда для полностью ионизо­
ванной плазмы с равными концентрациями D и Т процесс зажигания 
описывается уравнением

где T  (кэВ) — температура; ^ Т а — коэффициент электронной тем­
пературопроводности; k 0 =  8,1 • 103р -1 см2 с-1 кэВ-2,5, а =  2,5; q0 = 
=  4,7 • 105р с-1 кэВ-4 ,2; в  =  5,2; B  =  2,4 • 10-3  кэВ - а д ; h =  3,6; 
р (г/см3) — плотность.

2. Решения уравнения (1) с B  =  0 изучались в [7] и более подробно 
в [8]. Эти исследования привели к формулировке понятий «режима 
с обострением» и «вспышки». Первое обусловлено видом источника: 
если в  > 1, то у уравнения ( 1) существуют решения, в которых темпе­
ратура возмущения нарастает так быстро, что обращается в бесконеч­
ность за конечный промежуток времени. Второе связано с наличием 
конкуренции между процессами выделения тепла за счет источника 
и его растеканием за счет теплопроводности. Если для возмущения 
данного размера Д г 0 и данной амплитуды Тт растекание тепла не

(1)
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компенсируется источником, то его температура падает. Возбуждение 
горения в среде имеет место, когда Д г 0 ^  Дг*,

(2)

где Дг* — резонансная длина (РД), аналогичная критическому раз­
меру в линейных размножающих средах [7,8]. В этом случае сразу 
развивается вспышка горения, сопровождающаяся ростом температуры 
в «режиме с обострением». На стадии вспышки, в так называемых S- 
и LS-режимах горения (в  ^  о  +  1) формируется «вогнутый» профиль 
температуры и, вследствие этого, горение оказывается локализован­
ным на РД в течение конечного времени At*  «  (qoT ^- 1)- 1 [7,8]. 
В LS-режиме полуширина области горения сокращается со временем. 
В HS-режиме (1 < в  < о  +  1) профиль температуры «выпуклый» и 
размер области горения растет [7,8]. В S-режиме ( в  = о  +  1) этот 
размер постоянен, a РД, в отличие от LS-режима, зависит только от 
свойств среды и не зависит от величины начального возмущения.

3. В диапазоне температур 1-3 кэВ источник в (1) близок к выра­
жению qoТ в . Так как в  =  5,2 >  3,5 =  о  +  1, то этот источник может при­
водить, в соответствии с [7, 8], к локализации горения на определенной 
длине. При больших температурах учет члена B T a  в знаменателе 
выражения для q(T ) в (1) приводит к изменению эффективного зна­
чения вей в записи q (T ) =  qeffT в е И . Так, при T  «  5 кэВ q (T ) «  qS T a +1 

c qS  ~  5,1 •  106p c-1 кэВ-2 ’5. При T  > 5 кэВ в еи < о  +  1.

Т, кэВ
8 1. ( = 0,0 с

14 2. ( = 3,538 10-8 с

/  7 \ 3 .(  = 3,715 10-8 с
12 ѵ 4. < = 3,728 10-8 с

10 /  6 \ \  5. ( = 3,732 10-8 с

/  5 \ Л 6. ( = 3,735 1 0 8 с
8 \ \  7. ( = 3,737 10-8 с

/ / / /  4 \ у \ \  8. ( = 3,738 10-8 с

-1,0 -0 ,5  О

Рис. 1. Профили температуры даны на следующие моменты времени

0,5 1,0
г, см ■ 102

г П!=

Эти аппроксимации позволяют, пользуясь результатами [7,8], по­
лучить основные характеристики ТГ в диапазоне 1-10 кэВ, если оно 
возбуждается возмущением с Дго ^  Дг*. Размер области локализации
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ТГ Д г я дается формулой (2): Д г я «  0,5/(pTm85) см (при изменении 
начальной амплитуды в диапазоне Tm ~  1-3 кэВ). Горение локали-

10~6зовано в течение времени A t a— ^  с. При достижении в процессе
pTm

горения температур ~  5 кэВ размер и время локализации области
с д (s) 0,2 . (s) 8 • 10-8горения определяются «S-режимом»: Д г я ~  —  см и Д^я ~ с .

Р pTm
При дальнейшем росте температуры профиль ее внутри области ло­
кализации начинает перестраиваться на выпуклый и при T  > 10 кэВ 
начинается увеличение области горения.

На рис. 1 приведены результаты численного решения уравнения (1), 
описывающего развитие начального возмущения, заданного на длине 
«  0,1 см и имевшего амплитуду Tm =  1 кэВ. Плотность р =  20 г/см3. 
Область вспышки имеет размер ~  2,5 • 10—2 см. Время существова­
ния структуры ТГ ~  4 • 10 8 с, что тоже соответствует приведенным 
формулам. Заметим, что, поскольку р =  const, в (1) можно сделать 
замену независимых переменных t '  = pt и r ' = pr. Тем самым решения
(1) будут одинаковыми для любых плотностей, если при увеличении 
сжатия в K  раз уменьшить масштабы длины и времени тоже в K  раз.

4. Оценим влияние процессов, не учтенных в предлагаемой моде­
ли. Сравнивая величины времени релаксации ионной и электронной 
температур A t ei [9] и длины пробега а  частиц Дт-а [10] с A t B и Д г я 
получаем, что однотемпературное приближение и модель локального 
поглощения а-частиц справедливы для T  <  7 кэВ. Вклад нейтронов 
можно не учитывать, так как длина их пробега Д гп [11] велика по 
сравнению с Д г я. Используя полученное в [6] решение, найдем, что по-

8,4 • 10~24
ловина термоядерного горючего выгорит за время Д^об ~  ;-----  с.

р{аѵ)пт
Из сравнения этого выражения с A t B следует, что развитие горящего 
образования можно рассматривать без учета выгорания. Все эти оцен­
ки не зависят от плотности, потому что Д t e  ̂ и Д ^ ,5, Дта и Д гп , так 
же как и Д t я и Д г я пропорциональны р — 1.

Учет объемного излучения необходим, если длина пробега 
7 -квантов Д г 7  [9] больше размера горящей области. Вычисление 
показывает, что в разумных диапазонах температур (не ниже 
1 кэВ) и плотностей сжатия (не больше, чем в 104 раз) горящее 
образование прозрачно. Высвечивание эквивалентно добавлению 
в (1) стока g ( T ) =  g0T 0’5, где g0 =  2,2 • 108р c—1 кэВ0,5 [9]. Для 
T  >  3,7 кэВ g ( T ) < q (T ) независимо от плотности, так как и q, и g 
пропорциональны р. Если структура ТГ начинает образовываться 
при температурах 4 кэВ, то объемное излучение уже не сможет ее 
загасить. На рис. 2 приведены результаты расчета с учетом потерь 
на объемное излучение. Начальная амплитуда возмущения «  4 кэВ, 
Д г 0 =  0,1 см, р =  20 г/см3.
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Т, кэВ
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Рис. 2. Профили температуры на следующие моменты времени

С другой стороны, существует диапазон плотностей, при которых 
горящая область является оптически плотной, а лучистая теплопровод­
ность мала по сравнению с электронной. При T  <  7 кэВ это соответст­
вует сжатиям в ~  106 раз по отношению к плотности DT-льда. В этом 
случае объемного высвечивания нет.

Время разлета горящей области можно оценить как A t s «  A r a/ c s , 
где cs «  2 • 107T 0,5 см/с. На стадии образования структуры ТГ выпол­
нено A t s > A ta, если Tm > 3 кэB.

Учет гидродинамического движения к центру может компенсиро­
вать потери на объемное излучение в оптически прозрачной плазме при 
T  < 4 кэВ.

5. Проведенное исследование показывает, что условие зажигания 
зависит от величины и размера начального возмущения, в частности, 
от соотношения между размерами сжатой области в DT-мишенях и об­
ласти локализации ТТ.

Расчеты, аналогичные [7,8], показывают, что для сферического 
случая РД примерно в полтора раза больше. Тогда критерий р А г я 
в сферическом случае будет иметь значение ~  0,3-0,4 г/см2.

Письма в ЖЭТФ. Поступила
1978. Т.26, вып. 9 3.10.1977
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Сразу после обнаружения в математических м оделях  эффекта  
ло к ализации  горения на «фундаментальной длине», Сергей П ав­
лович предложил применить полученные результаты к реальным  
ситуациям в плазме. Нахождению соответствующих  «ф ундамен­
тальных д лин» в уст ановках управляемого термоядерного синтеза  
и посвящена предлагаемая статья .

Оказалось , что процесс заж игания термоядерной реакции в м и ­
ш енях инерционного синтеза вполне адекватно описывается этой 
моделью. Впоследствии полученные критерии были подтверждены  
как  аналитическими, так и численными исследованиями более п о л ­
ных моделей, учит ы ваю щ их двухтемпературность , перенос излуче ­
ния и а-частиц, газодинамическое движение и т. п.

Н. В. Змитренко

Локализация процессов диффузии в средах 
с постоянными свойствами

А. А. Самарский, В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. М ихайлов

Изучаются необычные свойства процессов диффузии на примере 
задачи о распространении тепла в среде с постоянной теплопровод­
ностью в условиях, когда на границе среды температура или поток 
тепла растут в так называемом режиме с обострением, т. е. обращаются 
в бесконечность за конечное время обострения.

Процессы с обострением, возникающие в среде либо под действием 
граничных режимов [1-7], либо из-за наличия в ней объемных ис­
точников тепла [8- 10] и приводящие к метастабильной локализации
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(«инерции») тепла и горения, ранее подробно изучались при теплопро­
водности, зависящей от температуры.

В настоящей работе показано, что эффект «инерции» тепла имеет 
место и в среде с постоянными теплофизическими свойствами, что 
значительно расширяет возможности его экспериментального исследо­
вания и применения.

Выделен класс граничных режимов с обострением (S- и LS-режи­
мов), приводящих к эффективной локализации процесса диффузии 
тепла в течение времени обострения в области конечных размеров. Это 
означает, что несмотря на неограниченное возрастание температуры 
в зоне локализации и количества поступающей в нее энергии, вне зоны 
локализации температура и количество тепла ограничены в течение 
всего процесса.

Показано, что при более быстром, чем в S- и LS-режимах, нараста­
нии температуры на границе (в так называемом HS-режиме) темпера­
тура в любой точке среды неограниченно увеличивается и локализация 
тепла, так же как и в случае режимов без обострения, отсутствует.

1. Диффузия тепла в полупространство описывается уравнением

T f  = koTrr , 0 < r < ж, —ж < to  ̂  t  < 0. ( 1)

Температура на границе растет в режиме с обострением

T (0 , t) ^  + ж ,  t  ^  0 ; (2)

здесь T (r ,  t) — температура; k0 =  const >  0 — коэффициент теплопро­
водности. Не ограничивая общности, положим

T  (r, t 0) =  0, 0 < r <  ж. (3)

В задаче (1)-(3) имеет место метастабильная локализация тепла, 
если найдется Тф =  const <  ж  такое, что для всех r  > Тф выполнено

lim
Г—> 0

T (п, t) d-п < ж. (4)

Областью локализации называется часть пространства 0 ^  r  ^  Тф, 
в которой T (r ,  t) ^  ж  при t  ^  0 (за исключением, быть может, точки
Т =  Тф).

2. Классификация граничных законов (2), соответствующих S-, LS- 
и HS-режимам распространения тепла, проводится с помощью инте­
грала, дающего решение задачи (1)-(3):

T( r , t ) =  г exp
2r

4ko (t -  t )
(t — т) 3/2T  (0, т) dт. (5)

r

t
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а) Если
T ( 0 , t) = T0 ( - t ) v e x p R ( - t ) -1 ], (6)

где T0 >  0, R  > 0, v  — константы, то осуществляется локализация 
тепла в S-режиме.

Из (5) следует, что неравенство (4) выполняется при всех г > 
> гф =  2 (k0 R 0 ) 1/ 2 . Внутри зоны локализации 0 ^  r  ^  Гф температура 
при t  ^  0 неограниченно возрастает (при v  ^  1/ 2 еще и в точке 
г =  Гф). Вне указанной области температура ограничена предельным 
распределением

T  ( г , 0 )
Т0Г

2 ' ѵ \/ті к о

1_[ГФ
V—1/2

e x p ( - u ) u  V 1/ 2du, x
2

г  - Г ф  

4feo(—tn)

б) В силу теорем сравнения любой граничный закон, мажорируемый 
S-режимом (6) от момента t  = t 0 до t  =  0, также приводит к локализа­
ции тепла в области не большей, чем 0 ^  г  ^  Гф.

Например, если T (0, t) <  T 0 ( - t ) V exp[R 0( - t ) n], - 1  < n  < 0 (ср. 
с (6)) , то (4) справедливо при всех г > 0 (LS-режим). Особенностью 
LS-режима является обращение температуры в бесконечность при t  =  0 
в граничной точке г =  0. Температура среды ограничена в течение 
всего процесса предельным распределением

T (г, 0 )
Т0Г

2 ' ѵ фх  fen
exp , Дог*" -n

~ U  +  Г М  \nU(4fc0)
~1/ 2du,

4k0( —10)

(7)
в) Если T (0, t) >  T0 ( - t ) V exp [R0( - t ) n], n  < - 1  (ср. с (6)), то 

T (г, t) ^  ж  при t  ^  0 для любых г > 0 (HS-режим), и локализация 
тепла отсутствует.

3. Граничный S-режим (6), разделяющий LS- и HS-режимы, яв­
ляется экспоненциальной функцией времени, поэтому задача (1), (3) 
с граничным условием

T (0 , t ) =  T0{exp[R0( - t ) ” ] -  1}, n <  0 , (8)

рассматривается более подробно.
Заменой V (г ,  t) = T0 ln[1 +  T (г, t ) / T 0] задача (1), (3), (8) преобра­

зуется к виду

Vt = k0 Vrr + (k 0 / T 0 )Vr2, 0 < г < ж, t 0 <  t  < 0; (9)

V  (0, t ) =  T0 R 0 ( - t ) n , t 0 <  t <  0, V  (г, t 0 ) =  0, 0 < г <  ж ,  (10)

2i-'

r
x

2v rVu y

где граничное условие (10) является степенной функцией времени. 
Асимптотическая (при t  ^  0) стадия процесса распространения тепла
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в задаче (9), (10) описывается автомодельным решением вырожденной 
задачи

ut = (k0 / T 0 )u2r , 0 < r <  ж, —ж  <  t <  0 ; (11)

(12)
u (0 , t) = T0 R 0 ( - t ) n , —ж  ^  t  < 0 , 

u(r,  —ж) =  0 , 0 < r < ж,

где u ( r , t) = T 0R 0 (—t)n f  (С), С =  r / [ k 0R0(—t)n + 1]1/ 2, a f  (a) определяется 
из алгебраического уравнения

[P ( f , С) — (n  +  1)/4]
(n+1)/2

[ P ( f , С) — (n — 1)/4]
- ( n - \ ) / 2 = (_= (—n ) 1/2 a 1

(13)
при p (f , a) =  {[(n + 1)/4]2 — n f a  2} 1/ 2, 0 <  a <  ж .

Из уравнения для разности V (r, t) — u(r, t) с помощью принципа 
максимума установлено, что при всех t  > t\

|Ѳ(а t) — f  (a ) l < R Q1C 0 (—t) n ІП (t0 / t )  ^  0, t  ^  0, (14)

где Ѳ ( а , ^ = ( ^ 0 )- 1 (—t ) - n V[a(k0 R0) 1/2(—t ) (n+ 1)/2, t] и C0 =m & xlf" (a ) |<
<  ж ,  ti  = t 0 e xp [—R 0 C(- l (—t 0 )n ].

Из (14) следует, что поведение температуры T (r ,  t) с улучшающейся 
при t  ^  0 относительной точностью описывается функцией U(r, t) = 
= U { e x p  [u(r, t ) / T ]  — 1}:

а) при n  =  —1 (S-режим) уравнение (13) имеет аналитическое ре­
шение

T (r ,  t) ~  U(r, t) = T 0 {exp [R0(—t ) - 1( 1 — r / r -ф)2] — 1} , 0 <  r  <  гф,

где глубина локализации гф =  2 (k0R 0) 1/ 2 совпадает с вычислен­
ной из (5);

б) при — 1 < n < 0  (LS-режим) температура ограничена предельным 
распределением, совпадающим с (7) при r ^ 0

T  (r, t) ^  T0 I  exp \C  (n ) (R 0 r 2n / k n ) 1/(n+1^  — 1 

где C(n) = — [(n +  1) / 2n]2- 2n /(n+1)(—n ) 1/(n+ 1);

t  0 ,

в) при n  < —1 (HS-режим) температура в области 0 ^  r < [k0X 
x R 0(—t)n+1]1/ 2 2(—n )n/2(—n  — 1)- (n + 1)/2 изменяется по закону

T (r ,  t) ~  T (0 , t) exp —r ( —n R 0 / k 0 ) 1 / 2 (—t ) (n 1)/2

Эффективная глубина (полуширина) проникновения тепла гэф 
( T [гэф^), t ] T (0 , t) =  1 /2 ) во всех трех режимах сокращается по закону

Гэф^) =  (—t ) ( 1 - n ) / 2  ln 2 k0

R 0 ( - n )

1/2
+ o (—t ) (1- n ) / 2 t  0 .
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Отметим, что «вырождение» в смысле (10) уравнения (5) в нели­
нейное уравнение первого порядка (7) имеет место в ряде других задач 
(например, в задачах горения), что облегчает их исследование.

4. Эффект локализации тепла существует и в многомерном случае, 
причем справедливы основные результаты, полученные в одномерной 
геометрии (зависимость от времени граничного S-режима, темпера­
туры, полуширины). Так же как в [3], строятся области локализа­
ции с границами, составленными из плоских поверхностей (граней). 
В зависимости от граничных условий область локализации имеет 
весьма разнообразную форму (установлено, что ее границей может 
быть любая из поверхностей второго порядка). Например, гранич­

ный режим T ( 0 ,x-2 , t )  =  exp , 0  <  .то  <  1 ,  T ( 0 , x - 2 , t )  =  О,

Х2 < 0 , Х2 > 1; #0 ^  t  < 0 , заданный на границе Х1 =  0 полу­
пространства E 2 {0 <  Х1 <  ж ,  —ж < Х2 < то}, локализован в области 
х2 +  (х2 — 1)2 ^  3. Принцип суперпозиции позволяет объединять обла­
сти локализации, соответствующие различным граничным режимам, и 
получать, в частности, области с негладкими границами.

5. В отличие от задачи со степенными граничными режимами, дей­
ствующими на нелинейную среду с коэффициентом теплопроводности

1п(1 + Т)

а) 5-режим
(и — 1.
/ф = 2 ■ К Г4); 
о) HS-режим 
(и— 2)

----- R  О

*2 =  - 3 , 1  ■ 1 0 - 9 
t3 = -2,32 ■ 1(Г9 
t4 =  - 1 , 9  • 1 0 -9  

=  - 6,8  - 10“5 
t'2 = -5,6 • 1 0 -5 

г  ?з =  - 4 , 8  • 1 0 -5

Рис. 1 Рис. 2

k ( T ) = k 0 ( T )а , а > 0 (см. [1-4]), в рассматриваемом случае k ( T ) = k0, 
а граничные режимы — экспоненциальные (п. 3, T (0, t) ~  exp [ (— t)"j). 
Поэтому задача не допускает точной автомодельной постановки. По­
казано, что обычно применяемая оценка эффективной глубины про­
никновения тепловой волны гЭф(#) ~  [k0(—t )]1 ̂ 2 неправильно описывает
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асимптотическую стадию процесса, ее реальное значение при t  ^  0 
имеет вид r ^ ( t )  ~  ( — t ) (1-n)/ 2 и определяется из анализа автомодель­
ных решений вырожденной задачи.

На рис. 1 даны результаты численного расчета задачи о проникнове­
нии тепла в S-режиме. Установление автомодельных закономерностей 
в S-режиме происходит при росте температуры на границе в 104 раз 
(в нелинейной среде требуется рост в 10 раз). При дальнейшем росте 
температуры на границе численное решение исходной задачи (9), (10) 
практически совпадает с аналитическим решением вырожденной зада­
чи (11), ( 12).

Численное сравнение HS- и S-режимов в зависимости от безразмер­
ного параметра а  = R 0 (—t 0 )n показывает, что при а  =  1 различия меж­
ду ними не существенны при росте граничной температуры в 102 раз 
за равное время. При а  =  10-8 и том же росте температуры на границе 
глубины проникновения тепла различаются на порядок (см. рис. 2).

Глубина локализации в меди для S-режима при а  =  1 и |t0| =  1 с 
равна 10 см, при а  =  10-8  и том же |t01 — порядка 10-3 см.

Доклады Академии наук СССР. Поступила
1979. Т. 247, № 2 20.11.1979
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Первоначально данная статья замышлялась как ответ на во­
прос : какую  роль в эффекте ло к ализации  тепла играет нелиней­
ность среды, а какую — режим с обострением? Наиболее естествен­
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ный способ ответа — изучить воздействие граничных режимов 
с обострением на вещество, распространение тепла в котором опи­
сывается классическим (линейным) уравнением теплопроводности.  
Простой анализ  с помощью представления решения в интегральной  
форме (доступный студенту третьего курса) показал — в эффек­
тивном смысле локализация  реализуется и в средах с постоянными  
теплофизическими свойствами , причем , как и в нелинейном случае , 
в зависимости от темпа роста температуры на границе осуществ­
ляется  S-, LS- или  H S -режим нагрева.

Однако значение этой работы выходит за рамки описанного  
результата. Сформулированное в ней понятие эффективной л о к а ­
лиза ц и и  тепла существенно расширяет сферу применимости и з у ­
чаемых эффектов. Например, в дальнейшем было установлено, что 
они не зависят от начального состояния среды и от ряда деталей  
поведения ее тепло физических характеристик. Кроме того, в дан­
ной статье для анализа  временной динамики процесса впервые было 
применено построение так называемых приближенных автомодель­
ных решений — прием , развитие которого позволило разработать  
один из весьма конструктивных методов исследования решений  
квазилинейны х параболических уравнений. И, наконец, данная р а ­
бота стимулировала постановку исследований структур горения  
в средах с постоянной теплопроводностью. Было установлено, что 
в подобных средах, в отличие от нелинейных, могут существовать  
лиш ь простые структуры. Тем самым справедлив важный вывод : 
если лок ализация  не связана непосредственно с нелинейностью как  
таковой, то образование сложных структур и эффекты самоорга­
низации — явная  «прерогатива» нелинейных сред .

А. П. Михайлов

Об одном подходе к сравнению решений 
параболических уравнений

В. А. Галактионов, С. П. Курдюмов, А. П. М ихайлов,  А. А. Самарский

Предложен метод сравнения решений параболических уравнений второго 
порядка, основанный на поточечных оценках старшей производной решения 
через младшие.

§1. Введение.
Для квазилинейного вырождающегося параболического уравнения 

Ut = L (u)  = [k(u)ux]x ( 1.1)

рассматривается в Q T =  {(t, x) : 0 < t  <  T , x  e  0 }, Q = {x  : 0 < x  < ж }  
первая краевая задача с условиями

u(0 , x) = u 0 (x) ^  0 , x  e  Q, u ( t , 0 ) = u 1(t) ^  0 , 0 ^  t  ^  T , ( 1.2)
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где u 0 (x) и u 1(t) — непрерывные функции своих аргументов, 
0 ^  U1 ^  M  < ж, i =  0, 1, u 0(0 ) =  u 1(0 ). Функция k(u)  определена для 
и  >  0 , k(u) > 0 при u > 0 , k ( 0 ) =  0 .

Уравнение (1.1) описывает, в частности, процесс распространения 
тепла в среде с коэффициентом теплопроводности k (u ) , зависящим от 
температуры среды u .

В [1-5] введено понятие метастабильной локализации тепла и для 
случая k(u) = u a , а > 0 , определены условия существования лока­
лизации или ее отсутствия в краевых задачах и в задаче Коши для 
уравнения (1.1). При анализе использовались автомодельные решения, 
построенные в [6,7], и теоремы сравнения по краевым условиям [8].

Для нестепенной функции k(u)  в классе инвариантно-групповых 
решений уравнения (1.1) (см. [9]) нет решений, обладающих свойством 
локализации тепла. Поэтому возникла необходимость найти подход 
к сравнению решений таких уравнений.

В настоящей работе показано, что решения задач (1.1), (1.2) с раз­
личными k(u)  можно сравнивать в Q T , если наложить на коэффици­
енты некоторые условия сравнения. При этом краевые условия (1.2) 
должны удовлетворять определенным требованиям, которые обеспечи­
вают выполнение в Q T поточечной оценки старшей производной одного 
из решений через младшие. Предложенный метод сравнения решений 
распространяет эффект локализации тепла на более широкий класс 
коэффициентов.

В § 2 определяются условия существования специальных пото­
чечных оценок старшей производной (условия критичности краевых 
данных), в § 3 доказывается теорема сравнения, в § 4 обсуждаются 
некоторые обобщения предложенного метода сравнения, наконец, в § 5 
с помощью теоремы сравнения из § 3 выделяются классы коэффи­
циентов k (u ) , допускающих в зависимости от вида краевых условий 
локализацию тепла или ее отсутствие.

Сформулированный подход позволяет сравнивать решения, отвеча­
ющие различным параболическим операторам L(u) .  В качестве одного 
из них может быть взят, например, оператор достаточно простого вида, 
которому соответствуют решения с уже известными свойствами.

Будем предполагать, что функции k, u 0, u  удовлетворяют предпо­
ложениям теоремы существования обобщенного решения задачи (1.1), 
(1.2) в смысле работы [8]. Введем обозначения: QT = {(t, x)  : (t, x) e  
e  Q T , u(t, x) > 0}, где u(t,  x)  — обобщенное решение задачи, S T =

= Q t  \  Q t > Pt  = Q t  \  S t - В работе [8] установлено, что u ( t ,x )  в Рт 
удовлетворяет уравнению (1.1) в обычном смысле, а в S T , т. е. в точках 
вырождения, обобщенное решение может не иметь предписываемой
(1.1) гладкости. Обозначим Q t 1,t2 =  { ( t, x ) : t 1 <  t  <  t 2, x  e  П } , S t 1 ,t2  =  

=  { ( t, x ) : t 1 ^  t  ^  t 2, ( t, x ) e  S t } , P t 1 ,t 2  =  { ( t, x ) : t 1 ^  t  ^  t 2, ( t, x ) e
e  Pt  }, 0 ^  t 1 ^  t 2 ^  T .
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§ 2. Условия критичности.
О п р е д е л е н и е .  Будем говорить, что в задаче (1.1), (1.2) краевые 

условия ( 1.2) являются критическими,  если всюду в PT
u t (t, x)  ^  0 . (2 .1)

В дальнейшем условия критичности краевых данных будут использо­
ваны для вывода априорных поточечных оценок старшей производной 
u xx через младшие u x , u.

Будем предполагать, что функции k, uo, u  удовлетворяют условиям 
гладкости, достаточным для почленного дифференцирования уравне­
ния (1.1) по t  или x  один раз всюду в PT . Также считаем, что
u 0 (x) € C(Q) П C 2(P0,0), u 1(t) € C  1([0, T]). В этих предположениях
справедливо следующее утверждение.

Л е м м а  1. Д л я  критичности условий  (1.2) необходимо и доста­
точно, чтобы

L(uo(x))  ^  0, x  €  Po,o, u[(t)  ^  0, 0 ^  t  ^  T.  (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условий леммы очевидна. До­
кажем достаточность.

2.1. Сделаем несколько предварительных замечаний о свойствах 
функции u(t,  x). Покажем, что функция uo(x), удовлетворяющая нера­
венствам (2 .2) и ограниченная в П, является невозрастающей в П.

Сначала установим, что uo(x)  не может иметь в Q положительного 
максимума. Действительно, если uo(x) имеет при некотором x m € А 
положительный максимум и не равна тождественно константе, то 
существуют такие x 1, x2 : x 1 <  x m < x 2, что uo(x) > 0 , x 1 ^  x  ^  x 2,
u 0(x1) > 0, uo(x2) <  0. Используя первое неравенство (2.2), получаем

2
k (u o(x))u'o(x)\X >  0 , что ведет к противоречию.

Предположим, что u'0 (x3 ) > 0, u 0 (x3 ) > 0 для некоторого x3 <  П. 
Тогда, в силу предыдущего вывода, u0(x) ^  0 при x  > x 3. Поэтому 
L (uo) определена при всех x  > x 3 и первое из неравенств (2 .2) можно 
записать в виде

L(uo(x)) = a(x) ,  x  > x 3, 
где a(x)  — неотрицательная и непрерывная при x  > x 3 функция. Пусть 
существует x 4 >  x 3 такое, что mes > 0 для некоторого е >  0 , где

= [x : x 3 < x  < x4, a(x)  ^  е]. В результате интегрирования предыду­
щего равенства получим

u o ( x )  x С

dZ a(£) d£, x  > x 3 .Н п)  dп = —k(uo(x3))u'o(x3)
u o ( x 3) x 3 x 2

Оценивая интеграл в правой части при x >  x 4, приходим к нера­
венству

С x  С

dZ dZ a(£) d£ ^  е mes &£(x — x 4 ),

x

x 3 x 3 x4 x2
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откуда заключаем, что u 0 (x) ^  ж, х  ^  ж, что противоречит ограни­
ченности этой функции в И. Случай а(х)  =  0, x  > Х3 анализируется 
аналогично.

Таким образом, установлено, что

Отсюда следует, что существует не более одной точки £(0) е  S0,0 и 
при любом 0 < t  ^  T  множество S t,t состоит не более чем из одного 
элемента. Обозначим его £(t). Нетрудно видеть, что S T =  {(t, х)  : 0 < 
< t  ^  T , х  = £(t)}, PT =  {(t, х) : 0 < t  ^  T , х  е  И, х  = £(t)}.

Можно показать, что определение обобщенного решения (см. [8]) 
предусматривает при каждом 0 < t  ^  T  выполнение условия

Поэтому для любого S > 0, S < £(t) =  0, 0 < t  <  T , найдется x 0 (t) 
такое, что

2.2. Обозначим u t (t, х) через z(t,  х).  Всюду в PT функция z удовле­
творяет уравнению

Положим z(t,  х) = Y ( t ,  х) ea t , а >  0. Функция Y  удовлетворяет в PT 
уравнению

Рассмотрим множество N  точек а  в интервале (0, T ) таких, что
Y ( t ,  х)  >  0 при всех (t, х)  е  Q 0,a . Если sup а = T , то лемма доказана. 
Пусть sup а = t 0 < T . Из определения t 0 следует, что найдутся t 0 ^
<  ti  < T  и 0 <  61 <  T  — ti  такие, что

и при всех t 1 < t  < t 1 +  61 функция Y ( t ,  х)  имеет отрицательные 
значения в И.

Следовательно, в силу неравенств (2.2), Y  имеет отрицательный 
минимум по х  при всех t 1 < t  < t 1 + 6 1 . Обозначим точки минимума 
( t ,x ( t ) ) .  Тогда 0 <  x(t)  <  £(t), 1 1 < t < t  1 +  й'ь поскольку равенство 
x(t)  = £(t) хотя бы при одном t  из заданного интервала противоречит 
(2.4). Заметим, что величина t 1 выбрана таким образом, чтобы

Yt ( t ,x ( t ) )  <  О, #і <  t  <  #i +  So V а  >  О, 0 <  So <  й'ь (2.8)

u '0 (x) <  0 , х  е  P 0,0-

k(u(t ,  х ) )и х (t, х)  ^  0 , х ^  £(t). (2.3)

£(t) — 6  < х 0 (t) < £(t), u t(t,  х 0 (t)) > 0 . (2.4)

Zt = [k(u)z]xx.

[a — k '(u)uxx — k" (u)(ux  )2]Y +  Yt = k(u)Yxx + 2k'(u)uxYx-  (2.5)

min Y  (t 1, x) =  0
xen

(2 .6)

Y ( t i , x ( t i ) )  =  0. (2.7)
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Выбирая в (2.7) величину а  > 0 достаточно большой и учитывая 
(2 .8), приходим к противоречию, sup а = T , лемма доказана.

Если в (2.3) величина £(t) = ж, 0 < t  ^  T , то доказательство 
проводится аналогично.

С л е д с т в и е .  Если ф ункции удовлетворяют условиям крит ич­
ности  (2 .2), то, как следует из неравенства  (2 .1) и структуры  
оператора L  в (1.1), всюду в PT выполняется поточечная оценка  
старшей производной

Ѵ (м ) '
k(u) (ux )2. (2.9)

З а м е ч а н и я .  1. В предположениях леммы 1 можно таким же спо­
собом доказать, что

u x (t, x)  ^  0 , (t, x) е  PT . (2 .10)

2. Неравенства (2.1), (2.10) для случая u 0 (x) =  0, x  е  О, получены 
в [10] другим способом.

§ 3. Теорема сравнения.
Рассмотрим в QT для уравнений

u(v) = L (v) (u(v)) = [k(v) (u(v))u (xv) ]x, v  =  1,2, (3.1)

краевые задачи с условиями

(v)(0, x) =  u0v)(x), x  е  О, u ( v (t,0) = u <f ' 1(t), 
0 <  t  <  T, v  =  1,2.

(3.2)

Определим условия на операторы^ * -1-1 и в (3.1) и краевые дан­
ные (3.2), которые обеспечивают в Q T сравнение решений задач (3.1),
(3.2), ѵ =  1,2, т. е. мажорирование в Q T решения задачи (3.1), (3.2) 
при v  =  1 другим решением, соответствующим v  =  2. Для определения
этих условий используем поточечные оценки старшей производной

( 2)решения, соответствующего v  =  2, и (см. § 2) считаем, что u0 1(x) е
е C (О) П C 2 (P0(20)), u f 1 (t) е  C *([0, T]) и u (2) (t, x) е  C 2,4(pT2) ). Кроме
того, пусть u01)(x) е  C (О), u (t)(t) е  C [(0, T )], u (1)(t, x) е  C X’2 (pTp1) и 
0 <  u]V) <  M , i =  0 , 1, v =  1, 2 .

Т е о р е м а  1. Пусть выполняются предположения:

1) u02) (x) ^  u ^ 1 (x), x  е  О, u (2)(t) ^  u11)(t), 0 ^  t  ^  T ,
2) k (2) (u) >  k (1)(u), [k(2) ( u ) / k (1) (u)]; >  0 , 0 < u  <  M ,
3) условия  (3.2) при v  =  2 являю т ся критическими.

Тогда всюду в Q T справедливо неравенство

u (2)(t, x)  ^  u (1)(t, x). (3.3)

u
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Рассмотрим множество N  точек а  в ин­
тервале (0 , T ) таких, что u (2) (t, x) >  u (1) (t, x)  при всех (t, x)  e  Q 0,a . 
Предположим, что sup а = t 0 < T .

Пусть uU(t, x), (t, x) e  Q t0,T — решение уравнения (3.2) при v  =  1 
с условиями

u ( t0, x) =  u (2)(t0, x), x  e  Q, u ( t ,0 )  =  u (2) (t), t 0 ^  t  ^  T.

Из теоремы сравнения по краевым данным (см. [8]) следует, что

(1)(t, x)  ^  u(t, x), (t, x) e  Q t0,T. (3.4)

2. Обозначим z(t,  x) =  u (2) (t, x)  — u(t, x)  и z = Y e at, а  > 0. Функ-
(2) (2)ция Y  (t, x) всюду в Р(0 Т = Q to,T \  T \  S t0T  удовлетворяет уравнению

a Y  + Yt =  k (1) (S)YXX+

(2) k (2) (u(2)) — k (1) (u) +  u (2) k (2)/(u (2)) — k (1)/(u) e- a t -

— k (1)/(S)(Yx)2 eat +  2k(1)/(S)Yxu X ]. (3.5)

Из (2.6) и из определения t 1 получаем (2.7).
3. Существуют три возможности.
а. Пусть найдется >  0, й'і ^  S такое, что (t , x ( t )) G P ^ \ i+Si. Тогда 

уравнение (3.5) в точках (t , x(t)) ,  1 1 < t  < t \  + S\ можно записать в виде

2
XX X

а  +  k(x))(01 )uXX +  k(1)// (0 2 ) (uXx:) )2 Y  +  Yt =

=  k (1)(S)Yxx +  { u(X) k (2)(u(2)) — k (1)(u(2)) +

+(uX2))2 [k(2)/(u(2)) — k (1)/(u(2))] } e- a t , (3.6)

где Ѳ1, Ѳ2 — некоторые функции переменной t, причем Ѳ1, Ѳ2 e  
G  [ u ^ ( t , x ( t ) ) ,u ( t , x ( t ) ) ] .  Так же как при доказательстве леммы 1, 
можно установить справедливость (2.8). Тогда, выбирая а  в (3.6) 
достаточно большим, придем к противоречию. Действительно, в со­
ответственным образом подобранной точке ( t ,x ( t ) )  левая часть (3.6) 
отрицательна. Правая же часть, в силу условий 1) и 2) теоремы, 
неотрицательна, что обеспечивается поточечной оценкой (2.9) второй
производной функции u ^ ( t , x )  в точке ( t ,x ( t ) )  G P t( 2 )  . 

t 1  , t 1  + ^ 2  '

б. Пусть теперь ( t ,x ( t ) )  е  S ^ \  +grj для некоторого S3 >  О, S3 <  6 . То­
гда функция Y  может не иметь в точках минимума всех производных, 
входящих в (3.6).



84 I. Режимы с обострением., инерция тепла

Для функции z(t,  x)  получаем в Q tbt1 +й3 задачу

zt k (2) (u(2) )uXP — \k (1)(u)ux] x ,
(3.7)

z ( t 1, x) =  0 , x  e  Q, z(t,  0 ) =  0 , t 1 ^  t  ^  t 1 +  S3.

Поскольку ( t , x ( t ) )  G  +grj , t o  д л я  любого t \  < t  < t \  +  S3 найдет­
ся точка 0 ^  <  x ( t )  такая, что z( t ,£ ( t ) )  =  0. Тогда

z (t, n) dn > 0, t 1 < t  < t 1 +  S3. (3.8)

Учитывая, что z x (t, £(t)) ^  0, а также первое из условий 2), и 
интегрируя (3.7) по множеству ( t1 < t  < t 1 + S2) x  (£(t) < x  < ж), 
приходим к противоречию с (3.8).

в. Если для любого ($4 >  0, ($4 ^  S найдутся точки минимума
(2) (2)принадлежащие как Р£ ^ , так и , то доказательство можно

провести либо как в пункте а), либо как в пункте б).
Таким образом, всюду в Q t 0 ,T выполнено неравенство

u (2) (t, x) >  u(t,  x). Отсюда и из (3.4) следует (3.3), sup а = T . Теорема
доказана.

З а м е ч а н и е  3. Условия 2) теоремы 1 эквивалентны следующим: 

k (1)(u) >  k (2)(u)[1 +  A(u)] —1, 0 <  u  <  M ,

где A(u) >  0, A'(u) >  0, 0 < u  <  M .

§ 4. Некоторые обобщения.
4.1. При доказательстве утверждений § 2, 3 использовались факти­

чески только предположения о параболичности и достаточной гладко­
сти операторов L  и L (v), ѵ =  1,2. Поэтому сформулированный подход 
к сравнению решений справедлив для параболических уравнений об­
щего вида

ut = L(u)  = L(u, ux, uxx). (4.1)
Рассмотрим в Q T первую краевую задачу для уравнения (4.1) 

с условиями (1.2). Будем предполагать, что решение задачи существу­
ет, причем

sup u(t, x)  ^  M 1 <  ж  и u(t, x) e  C 2,i(QT )
(t,x)EQT

[11-13]. Будем также считать, что функция L(p, q, r) при 0 < p  ^  M 1, 
—ж  < q < ж, —ж < r < ж  дифференцируема, так что функция 
L —3)(p, q), однозначно определяемая в силу параболичности оператора 
L  в (4.1) из уравнения

L(p, q, L —)(p, q)) =  0, 0 < p < M 1, —ж < q <  ж ,

также дифференцируема.



Об одном- подходе к сравнению решений 85

Критичность краевых условий задачи (4.1), (1.2) определим так же, 
как в § 2. Пусть u 0 (x) e  C 2 (Q), u 1(t) e  С 1 [(0, T )]. В этих предполо­
жениях справедливо следующее утверждение, которое доказывается 
аналогично лемме 1.

Л е м м а  2. Д л я  критичности краевых условий  (1.2) задачи  (4.1),
(1.2) необходимо и достаточно, чтобы

L ( u 0 (x)) ^  0, x  e  Q, u \( t )  ^  0, 0 ^  t  ^  T.

С л е д с т в и е .  В предположениях леммы, всюду в Q T выполнена 
поточечная оценка старшей производной

u xx ^  L (3) (u, u x ) . (4.2)

В лемме 2 фактически сформулировано следующее утверждение: 
если u t (t, x)  ^  0 при (t, x)  e  ГТ =  {(t, x) : t  =  0, x  e  Q }U  {(t, x) : 0 <
< t  <  T , x  =  0}, где Гт — граница QT , то u t (t, x)  >  0 при всех 
( t ,x )  G QT . Это утверждение справедливо для всех операторов в (4.1), 
не содержащих переменной t  (в противном случае оператор должен 
удовлетворять дополнительному условию).

4.2. Рассмотрим в Q T две краевые задачи для равномерно парабо­
лических уравнений

u[v) = L (v)(u(v)) =  L (v) ( n (u), u V , 4 2 )  , v =  1,2, (4.3)

с краевыми условиями (3.2). Пусть u (1)(t, x) e  C (1,2) (QT ), u (2)(t, x) e  
e  С (2-4) ( Q t ),

max < sup u (1)(t, x),  sup u (2)(t, x) > = M .
|^(t,x)£QT (t,x)EQT J

Пусть, кроме того, функции L (v) (p, q, г) дифференцируемы по всем 
аргументам при 0 < p  ^  M , - ж  < q < ж, - ж  < г < ж, v  =  1, 2 .

Т е о р е м а  2. Пусть выполняются предположения  1) и 3) теоре­
мы 1, а также

L32) (p, q, г) -  L31) (p, q, г) ^  0 ,

L (1) (p , q, L (2) 1(p, q, г)^  <  0, (4.4)

0 < p  ^  M , - ж  < q < ж

(здесь L 3v) =  d L (v)/дг) .  Тогда всюду в Q T выполняется неравен­
ство (3.3).

Теорема 2 доказывается таким же образом, что и теорема 1. 
При этом используется оценка старшей производной (4.2) решения 
u (2) (t, x).
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4.3. Покажем, какой вид принимают условия (4.4) для некоторых 
конкретных операторов L (v).

а. Пусть L (v)(v (v)) = у (v)(v(v))v( x1, причем у (ѵ)(v(v)) > 0, v (v) > 0, 
v  =  1,2. Неравенства (4.4) сводятся к условию

У(2) (p) ^  У(1)(р), 0 < p  <  M .  (4.5)

Уравнения (4.1) в этом случае описывают процесс распростране­
ния тепла в среде с постоянным коэффициентом теплопроводности и 
с теплоемкостью c(v) = 1 / y ( v ) ,  зависящей от температуры v, поэтому 
условие сравнения (4.5) имеет простой физический смысл.

Заметим, что уравнения (3.1) можно привести к указанному виду 
заменой

u (v) =  V (v ) - 1(v(v)), V (v) (u(v)) =  k (v) (n) dr},

0

где V ( v ) - 1  — функции, обратные к V (v). При этом

у ( V)(v ( v)) = k ( v) ( V (v ) - 1(v ( v))), v  =  1, 2 .

По сравнению с условиями 2) теоремы 1, условие (4.3) выглядит суще­
ственно проще и не содержит дифференциальных связей на функции, 
в него входящие.

б. Пусть L (v)(u(v)) = [k(v)(u(v))u ix )]x + Q (v)(u (v)), k (v)(u(v)) > 0,_ (v)(u(v))u (xv)]x
u (v) > 0, v  =  1,2. Этот пример важен, в частности, для изучения 
вопросов, рассматривавшихся в [14-19]. В этом случае уравнения (4.1) 
описывают процессы распространения тепла и горения в среде с нели­
нейной теплопроводностью и объемным выделением тепла (Q(u)  — 
мощность объемных источников энергии).

Неравенства (4.4) за счет независимости измерения p  и q во втором 
из них распадаются на три условия:

k (2) (p) >  k (1)(p), 

k (1) (p)k(2')/(p) ^  k (1)/(p)k(2) (p),

Q (2)(p)k(1) (p) ^  Q (1)(p)k(2)(p), 0 < p  ^  M.

4.4. Сформулированный метод сравнения решений, возможности ко­
торого были продемонстрированы на примере первой краевой задачи 
в неограниченной области, применим для задач в ограниченных обла­
стях, а также для задачи Коши. Кроме того, полученные результаты 
можно перенести на указанные типы задач в многомерных областях 
для параболических уравнений с выделенным лапласианом:

N
u t = L (u )  = L (u, u x l, ... , uxn , ^ u), 3u ''у  ̂u xj xj .

j= 1
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§ 5. Метастабильная локализация тепла. В этом параграфе до­
казанные теоремы сравнения применяются для изучения эффекта ме- 
тастабильной локализации тепла в среде с нелинейной теплопровод­
ностью.

5.1. Пусть задача (1.1), (1.2) рассматривается в QT =  { ( t ,х) : 0 < 
< t < T , х  е  П} и пусть U1 (t) такова, что

U1(t) ^  +ж, t  ^  T. (5.1)

О п р е д е л е н и е .  Следуя [1-5], будем говорить, что в задаче (1.1),
(1.2), (5.1) имеет место метастабильная лок ализация  тепла,  если 
найдется Х0 <  ж  такая, что messupp u(t, х) ^  Х0, 0 < t  < T  . В  против­
ном случае метастабильная локализация тепла отсутствует.

Таким образом, если в задаче (1.1), (1.2), (5.1) существует локали­
зация тепла, то возмущения, несмотря на неограниченный рост темпе­
ратуры в точке Х =  0, не распространяются далее конечной области.

5.2. Рассмотрим в QT =  {(t, х) : 0 < t  < T , х  е  П2}, П2 =  {х  : —ж <
< х  < ж }  задачу Коши для уравнения (1.1) с начальным условием

u(0, х) = щ (х ) ,  х  е  О2 . (5.2)

О п  р е д е л  ен и е. В задаче (1.1), (5.2) имеет место метастабильная 
локализация тепла, если

supp u(t,  х) =  supp и 0 (х), 0 < t < t * .

Локализация тепла в задаче Коши означает, что область с отличной 
от нуля температурой не меняется в течение конечного времени.

5.3. Т е о р е м а  3. Пусть в задаче  (1.1), (1.2), (5.1)

и0(х) <  T n (1 — х / х 0 )2/ а , Х0 =  [2(а +  2 ) /a ] 1/ 2T (1+nff)/2, х <  Х0, 
и 0 (х) =  0 , х  > Х0

(здесь а, п  — некоторые постоянные величины, а  > 0 , n  < 0 , 1 +  
+ п а  ^  0),

u 1(t) <  (T  — t ) n , 0 <  t  < T ,

k ( u ) =  u a [1 +  A(u)]- 1, (5.3)

X(u ) ^  0, A' (u ) ^  0, 0 < u < ж.
Тогда в ней имеет место метастабильная лок ализация  тепла,  
причем

mes supp u(t, х)  <  х 0, 0 < t  < T ,

u(t,  х)  <  T(■1+n° )/° (T  — t ) - 1/a (1 — х / х 0 )2/ a ,

0 < t  < T , х  ^  Х0, 

u(t, х)  =  0 , 0 < t  < T , х  > Х0 .



Т е о р е м а  4. Пусть в задаче  (1.1), (1.2), (5.1)

u 1(t) ^  (T  — t ) n , 0 ^  t  < T , n  < 0,

k(u) = u a [1 +  A(u)]- 1, A(u) ^  0, A'(u) ^  0, 0 < u  < ж

(здесь a  > 0, 1 + n a  < 0). Тогда в ней отсутствует локализация тепла.
Более того, для любого x  € П

u(t, x)  ^  ж, t  ^  T.

Т е о р е м а  5. Пусть в задаче  (1.1), (5.2),

0 <  uo(x) <  u m (1 — \x \ /x m ) 2/ а ,

\x\ < x m , uo(x) =  0 , \x\ >  x m

(здесь u m , x m , a  — некоторые положительные константы) и вы пол­
няется  (5.3). Тогда в ней имеет место метастабильная л о к а ли за ­
ция тепла, причем

supp u(t, x) =  supp u 0 (x), 0 < t  < t * ,

0 < u(t, x)  <  [x2ma / 2 (a +  2 )]1/ct (t* — t ) - 1 / a ( 1 — \x \ /x m )2/ a ,

0 < t  < t * , \x\ < x m ,

u(t, x) =  0 , 0 < t  < t * , \x\ ^  x m ,

где t* = x 2 ma / 2 u am (a +  2 ).

Утверждения теорем 3 -5  доказаны в [5] при A(u) =  0, 0 < u <
< ж. Если A(u) =  0, то справедливость теорем следует из теоремы 1 и 
замечания 1 к ней.

Аналогично формулируются достаточные условия локализации 
в многомерных областях. При этом используются результаты работ [1,4]. 

Авторы благодарны А. А. Арсеньеву за полезные обсуждения.

Журнал вычислительной математики. Поступила
и математической физики. 1979. Т. 19, № 6 20.02.1979
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Замысел данной работы возник в ответ на необходимость 
изучения эффектов локализации  тепла и образования структур  
в средах с произвольными теплофизическими характеристиками.  
Обычные (классические) теоремы сравнения решений параболиче­
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ских уравнений по краевым условиям позволяют получить доста­
точно полную теорию лиш ь в специальных случаях, например, для 
обладающих богатыми групповыми свойствами уравнений с нели ­
нейностями степенного типа. В  работе впервые сформулированы  
теоремы сравнения решений «по коэффициентам» уравнений, что 
дало возможность сравнивать решения хорошо изученных  «эт а­
ло н н ы х» уравнений с решениями гораздо более сложных уравнений  
( например  , линейны х и нелинейных ).

В дальнейших исследованиях на основе развитого подхода была 
получена замкнут ая теория лок ализации  для сред с произволь­
ными нелинейностями , даны конструктивные критерии ее н а л и ­
чия или  отсутствия, конкретные оценки решений снизу и сверху 
и т. д. Подобная пространственно-временная классификация р е ­
ш ений , по-видимому , не имеет аналогов в теории квазилинейных  
параболических уравнений. В  последующих исследованиях, идейно  
опирающихся на данную работ у , были развиты также обобщения  
теорем сравнения решений  (теоремы сравнения  «по пересечениям»), 
что позволило получить ряд строгих и весьма общих результатов  
в теории структур горения в нелинейных средах.

А. П. Михайлов

Об одном способе качественного исследования 
одномерного квазилинейного уравнения 

теплопроводности с нелинейным источником тепла

Г. Г. Еленин, К. Э. Плохотников

Предлагается некоторый способ качественного исследования решений зада­
чи Коши для одномерного квазилинейного уравнения теплопроводности с нели­
нейным источником тепла. Коэффициент теплопроводности и источник тепла 
являются степенными функциями температуры.

Введение. В работах [1-6] изучались особенности проведения ре­
шений квазилинейного уравнения теплопроводности с объемным источ­
ником тепла. Коэффициент теплопроводности K  и источник тепла Q 
являлись степенными функциями температуры K  = K 0T a , Q = Q 0T l, 
K 0 > 0, а > 0, Q 0 >  0, l > 1; K 0, Q 0, a ,  l — const.

Было установлено, что при l > 1 решение задачи Коши существу­
ет конечное время t f . При t  ^  t f  температура в некоторой области 
пространства неограниченно возрастает. Такие решения называются 
обостряющимися.

В работе [2] установлены три типа режимов работы источника, 
которые приводят к решениям, качественно отличающимся друг от
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друга. Это LS-режим (l > а  +  1), S-режим (l = а  +  1), HS-режим 
(1 < l < а  +  1). Каждый из режимов характеризуется изменением 
«ширины» области интенсивного нагрева. В HS-режиме при неограни­
ченном росте температуры область интенсивного нагрева расширяется. 
В S-режиме нагрев происходит на фундаментальной длине. В LS-режи­
ме область интенсивного нагрева сужается с ростом температуры.

В данной работе предлагается некоторый способ качественного 
исследования решений задачи Коши для квазилинейного уравнения 
теплопроводности с нелинейным источником тепла. Этот метод позво­
ляет определить качественные особенности зависимости максимальной 
температуры от времени, а также определить зависимость «ширины» 
области локализации интенсивного нагрева от величины максимальной 
температуры. Метод основан на возможности представления решения 
задачи от двух функций времени. Одна из функций имеет смысл 
максимальной температуры, другая описывает изменение области ин­
тенсивного нагрева. Такое представление решения задачи удовлетво­
ряет системе двух интегральных уравнений, полученных усреднением 
по пространству исходного уравнения теплопроводности с некоторыми 
весами.

C помощью данного метода установлены следующие особенности 
решений задачи Коши для центральносимметричных начальных дан­
ных с одним максимумом температуры:

1) для любых начальных распределений температуры при 1 < l < 
< а  +  3 нагрев происходит в режиме с обострением;

2) при 1 < l < а  +  1 для любых начальных данных устанавливается 
автомодельная волна HS-режима с обострением. Если при заданной 
максимальной температуре начального возмущения его полуширина 
меньше автомодельной, то на начальной стадии нагрева имеет место 
режим падения максимальной температуры. Если полуширина больше 
автомодельной, то на начальной стадии процесса нагрева происходит 
сокращение полуширины;

3) при а  +  1 < l < а  +  3 для любых начальных данных образуется 
тепловая структура LS-режима с обострением и сокращающейся полу­
шириной;

4) при l > а  +  3 существуют два класса начальных данных. Началь­
ным данным из одного класса соответствуют затухающие тепловые 
волны HS-режима без обострения. Начальным данным из другого 
класса соответствуют обостряющиеся тепловые структуры. Границей 
двух классов начальных данных является автомодельное решение HS- 
режима без обострения.

Численный расчет задачи Коши для исходного уравнения теплопро­
водности показал эффективность данного метода качественного иссле­
дования.

Данный метод может быть также использован для анализа решений 
краевой задачи.
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1. Вывод модельных уравнений. Рассмотрим квазилинейное од­
номерное уравнение теплопроводности с источником тепла:

T  = ( K  (T  )Tx)x + Q ( T ), ( 1)

где T  — температура; K  = K 0T а ( K 0 > 0, а > 0) — коэффициент 
теплопроводности; Q = Q 0T l (Q0 > 0, l > 0) — объемный источник 
тепла.

Проинтегрируем уравнение (1) по пространственной переменной x ,
+ СЮ

предполагая, что интеграл T a (t, x)  dx  имеет смысл для У а  ^  1

и тепловой поток w(t, x) = - K 0T aT x на бесконечности обращается 
в ноль:

+ СЮ + С̂
d
dt

T ( t , x) dx = Q 0 T  (t, x) dx. (2)

Энергия температурного распределения определяется по формуле:

+ С̂

E (t)  = T(t ,  x)  dx.

Следовательно, (2) описывает изменение энергии в зависимости от 
работы объемного источника тепла.

Умножим уравнение (1) на искомую функцию T (x ,  t) и проинтегри­
руем полученное уравнение по пространственной переменной x

+ С̂

° 4
T  dx + K 0 T а (Tx)2 dx = Q 0 T 1+1 dx. (3)

Будем искать решение системы (2), (3) в виде: 

T (x ,  t) = g ( t ) f  (£), £ =  x / y ( t ) , (4)

где f (£) — произвольная непрерывная функция, для которой имеет
+ СЮ

смысл интеграл f  а (£) d£ при У а  >  1, a g(t) и y ( t )  — пока неизвест-

ные функции времени.
Подставив (4) в систему уравнений (2), (3), получим:

g = Q 0 (c -  a)g -  bK 0ga+ у  ,
У =  - Q 0 (c -  2 a)gl-1y  + bK 0gaу -

(5 )
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+ СЮ 1

b =  2 f а ( f /)2 da

+сю 1

f  ldC fd a
—сю
+сю f +СЮ

f  l+ d f 2 da

(6)

Система (5) описывает изменение амплитуды g температурного
распределения как функцию времени и некоторой величины p(t) .
В качестве р  будем брать либо координату фронта тепловой волны,
либо координату точки, в которой температура в два раза меньше
максимальной температуры (координата полуширины).

Поделив первое уравнение системы (5) на второе, получим одно
уравнение первого порядка, которое описывает фазовые траектории
в плоскости (р, g) 2

dg_ =  g щд ip -  \

dp ip i/r,gl- a- llp2 -  1 ’
(7)

v 1 — Q 0K 0 (c — a)b , 

V2 =  Q 0 K - 1(c — 2 a)b- 1 .

2. S-режим (l = а  +  1).
B случае S-режима уравнение (7) имеет вид

dg_
dp

общее решение которого

g = K p p z — bK 0Q 0 1 (c — 2 a)
-0,5a(c-2a)

(8)

K  — const >  0. (9)

Решения (9) являются обостряющимися —g ^ ж ,  p  

при выполнении неравенства ( 10):

C  > 2a.

b ■Kb\
1/2

c — 2 a Q0 J

(10)

Неравенство (10), как будет показано ниже, выполняется при а  > 0. 
На рис. 1 приведен фазовый портрет S-режима при условии (10). 
Линия р  = (bK0 Q - 1 (c — a )- 1 ) 1/2 является «нулевой» изоклиной

(линия, на которой =  0 ); линия р  = (bKoQ ^ 1 (с — 2 о )-1 )7= является

«бесконечной» изоклиной (линия, на которой —  =  0 ), которая в свою
dg

очередь является сепаратрисой особой точки (v2 1/ 2, 0) уравнения (8).

2a

2c
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Рис. 1

В [3] найдено аналитическое решение уравнения (1) при l = а  +  1:

T ( x t ) =  f ( Q 0 ( t f - t ) )  Х/а 2 ( а + 1 ) а  1(а+ 2 )  1 cos(0 ,5nxx- 1)

x  1  а
0 <  t  < t f , x f  = п К ^ 2 (а +  1)1/ 2 a - 1Q - 1,

|x |< x f , 

| x |> x f ,

где t f  — время фокусировки.
Учитывая (4), возьмем в качестве

f  (z ) =
cos (0,5nz), |z| ^  1,
0 , |z| >  1,

что соответствует выбору

g(t) = (2 (а + 1 )а - 1  (а + 2 ) - 1  ) 1/ ° (Q 0 ( t f  — t ) ) - 1 / ° , 
у  = x f  — const.

Подставляя (12) в (6), находим

=  0,5(а + 2)(а +  1) 1, b = п 2а  1(а + 2) 

с = (а + 4)(а + 2)- 1 .

1

(11)

(12)

(13)

(14)

Из (14) следует, что условие (10) выполняется при а > 0.
Подставляя (13) и (14) в уравнение (8), получим тождество. Следо­

вательно, модель точно учитывает аналитическое решение (11). На ри­
сунках 2 , а и 2 , б модели соответствует сплошная линия, построенная 
в соответствии с (9), (14) при у  =  0,4 и g0 =  0,92. Под g мы понимаем 
максимум температуры, а под у  — фронт температурного распреде­
ления, если начальное распределение таково, что у 0 ^  x f . Темными 
точками обозначены фазовые точки, полученные счетом уравнения ( 1) 
в частных производных при начальном распределении (t f  =  1, у  =  0,4;

a



Об одном способе качественного исследования 95

L 5-режим I і
* = 3 а
ст = 2
* 0 = 1  °

‘ 0 0 = 1  1
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і  , ,
OL

1
2,0 <Р

Рис. 2

2,0

см. ( 11)):

Т  (х  0 ' )=  { (2 (а+ 1 ) а — 1(а+ 2 ) — 1 cos2(0,5n x ^ (- 1)), |х| <  фо,
’ 1 0 , X  > фо.

(15)
Если начальное распределение (15) таково, что ф0 >  X f , то под ф 

уже нельзя понимать координату фронта температурного распределе­
ния. В этом случае ф описывает движение координаты полуширины.

3. HS- и LS-режимы (l = а  +  1).
Общее решение уравнения (7) при l = а  +  1, а +  3 имеет вид

(9ф) J - a - 1̂ 2ф2 -  в \ K  -  const >  0,

B  = bK 0a—1Q —1(ca— 1 -  (l -  а  -  5)(l -  а  -  3) —1)1 1

a  = (l -  а  -  1)(l -  а  -  3) 1 (ca -  (l -  а  -  5)(l -  а  -  3) 1)

при l = а  +  3
g—(c—2a)a-' exp ( - 0 , 5 Ьа—1ф—2 g—2) = К ф (с—а)а 

K  const > 0 .

1 1
(16)

(17)

Уравнение (7) при l = а  +  1 имеет три особые линии: «нулевую» 
изоклину д0 (ф) = ѵ— (l a 1) ф—2(1—a —1) ', «бесконечную» изоклину 

д<х>(ф) = ѵ—(l—a—1) ф—2(1—a—1) 1 и сепаратрису (см. (16)) д*(ф) =  
= ( ( - l  + а  +  3)(2ѵ2 -  (l -  а  -  1)ѵ1)— 2)(l—a —1) - ‘ф—2(1—a —1)-‘. При усло­
вии (10) линии д0 и дж существуют всегда. Сепаратриса существует 
при условии

ca— 1 >  (l -  а  -  5)(l -  а  -  3) =  Ф(і , а). (18)

а
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Таким образом, все три особые линии существуют при

ca - 1  > max {2, (l — а  — 5)(l — а  — 3 )- 1 } . (19)

На рис. 3 приведена зависимость функции ф(1, а) от l при фиксиро­
ванном а.  Предполагается, что ca-1 слабо зависит от l:

l* = (с(а +  3) — а(а +  5))(c — a ) - 1 . (20)

Значения l, при которых ca -1 >  max {2, ф}, соответствуют суще­
ствованию сепаратрисы. Из (18) следует, что при l* ^  l < а  +  3 сепарат­
риса не существует. При l = а  +  3 сепаратриса вырождается в линию 
д =  0 (см. (17)).

На рис. 4 приведен фазовый портрет в HS-режиме (l < а  +  1).
На рис. 5 приведен фазовый портрет в LS-режиме при а +  1 < l .
В нашей модели при l ^  l* слева сепаратриса «уходит» на бесконеч­

ность; при l* ^  l < а  +  3 она отсутствует; при l = а  +  3 имеем д* =  0. 
В случае l > а  +  3 сепаратриса лежит ниже «нулевой» и «бесконечной» 
изоклин.
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Рис. 5 Рис. 6

На рис. 6 приведен фазовый портрет в случае l > а  +  3.
Из рис. 6 видно, что существуют такие начальные распределения, 

при которых амплитуда тепловой волны стремится к нулю при t  ^ ж .  
Этот чисто модельный вывод подтверждается счетом уравнения (1) 
в частных производных.

Если через T0 обозначить характерную температуру начального 
распределения, а через L 0 характерный размер, то при l > а  +  3

Т0,- ° - 1Ь0 < (а +  3 -  l)(2 v2 -  V1(l -  а  -  1))-1 =  B  (21)

и начальному распределению соответствует затухающая тепловая вол­
на HS-режима. При выполнении неравенства, противоположного (21), 
решение обострится в течение конечного отрезка времени t f  (g(t) ^  ж, 
при t  ^  t f ).

Т а б л и ц а  1. Т а б л и ц а  2.
Параметры: l = 3,66, а = 2 Параметры: l = 2, а = 2

(LS-режим) (HS-режим)

Ѵ\ щ
1,053 0,485 2,0 0,5
1,060 0,488 4,0 0,4
1,119 0,510 6,0 0,3
1,155 0,521 8,0 0,2
1,148 0,519 10,0 0,1

ѵ\ щ
1,248 0,267 4,0 0,5
1,253 0,203 6,0 0,8
1,192 0,238 8,0 1,2
1,166 0,254 10,0 1,5

В таблицах 1, 2, 3 приведены значения ѵьѴ2, которые получены
численным решением задачи Коши для уравнения (1) с начальными
распределениями в виде треугольника:

Т (x, 0 ) =  | g° (1 -  ° ,5 \Х^ - 1 ), \Х\ ^  2^°, (22)
10, \x\ > 2 щ .

4 Режимы с обострением
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Т а б л и ц а  3.
Параметры: l = 6,0, а  =  2 (LS-режим)

VI ѵ-і 9о іро
0,496 0,352 2,0 0,5
0,496 0,331 4,0 0,17
0,501 0,337 6,0 0,1
0,495 0,340 8,0 0,06
0,508 0,348 10,0 0,04

Третьей и четвертой колонкам соответствуют амплитуда и полуши­
рина начального распределения вида (22). Из таблиц видно, что с 5% 
точностью значения ѵі и Ѵ2 постоянны для различных до и у>о.

В табл. 4 приведены значения ѵі, Ѵ2, полученные в результате чис­
ленного решения уравнения (1 ) для начального распределения вида 
(22), для различных l при а  =  2. Из таблицы видно, что при l = l* =  4,7 
константа B  (см. (16)) меняет знак. На фазовой плоскости (у>, д) это 
соответствует тому, что сепаратриса «уходит» на бесконечность.

Т а б л и ц а  4. Параметры: а = 2

I VI VI В I VI VI В
3,2 0,282 0,267 3,7 4,2 0,368 0,306 4,4
3,4 0,310 0,281 4,7 4,4 0,381 0,310 6,6
3,6 0,325 0,285 3,8 4,6 0,393 0,319 66,6
3,8 0,340 0,295 3,7 4,8 0,405 0,327 -2,60
4,0 0,355 0,300 4,0 4,9 0,417 0,315 -0,62

На рис. 7, а, б, 8 , а, б, 9 сплошными линиями проведены кривые 
зависимостей амплитуды от полуширины, а кружочками значения, 
полученные счетом уравнения ( 1) при начальных распределениях (22) 
с соответствующими (у>о, до). Рисунки демонстрируют качественное 
совпадение модельных результатов с численным решением задачи Ко­
ши для уравнения теплопроводности.

Сепаратриса д* уравнения (7), если она существует, является ре­
шением. Подставим д* = д*(ф) в систему (5). В этом случае система 
решается до конца:

д =  j'2aQo(l — 1) ( а + 3 - 1 ) ( д ^ 1(а + 3 - 1 )  (2aQo(l — 1) 1̂  — t j

до = д (0),

V =
bKnQo (а + 3 — 1)

(I — а — 5)а — (I — а — 3)1

1/2

2aQo(l — 1) /  а  +  3 — l
а  +  3 — l \ 2aQo(l — 1) до 1

і-

- t

-і

(23)

X

и

X
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14

Vj = 1,222 HS-режим 
- ѵ2 = 0,259 

t = 2 
о  = 2 

= 1

<Ро = 3,0 
So = °>5

1 — «нулевая» изоклина
2 -  сепаратриса 

- 3 -  «бесконечная» изоклина

2.0
Рис. 7

Из (23) видно, что решение с обострением существует лишь при
l < h  < а  +  3, и время фокусировки определяется по формуле

f  (С)
+ _ <7 +  3 — I rJ —l _ (7 +  3 — / „1—і —00
f  ~  Or.n„n _  n  ^0 — 0 „п„п _  n  ^0 (24 )

4*
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Рис. 8

В [6 ] рассматривались автомодельные решения уравнения (1), ко­
торые получались следующим образом:

(  t \ - ( l - 1) - 1 
T ( x , t )  = до -  — J  /(?;);

£ — <7 — 1
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Рис. 9

Проинтегрируем уравнение (25) (интегралы имеют смысл при
/ <  а +  3 по п от —оо до +оо) считая, что на бесконечности f 7—  =  О,

dn
тогда для времени фокусировки t f  получим формулу, в точности совпа­
дающую с формулой (24). Это говорит о том, что сепаратрисе g* в на­
шей модели при l < l* < а  +  3 соответствуют автомодельные решения
(25). Из модели также следует, что любые начальные распределения 
при l < l* < а  +  3 асимптотически выходят на сепаратрису.

Для определения времени существования решения после выхода на 
автомодельный режим можно воспользоваться следующей формулой:

— 1

t* =  0 ,5 (а+ 3  -  l)Q- 1 (l -  1) - 1 T ( t l , x ) dx T l(ti, x) dx

(26)
где t 1 — момент выхода решения на автомодельный режим.

При l > а  +  3 решения, соответствующие сепаратрисе, полуустой- 
чивы. Решения с начальными распределениями выше сепаратрисы из­
меняются в режиме с обострением. Амплитуда решения с начальными 
данными, лежащими ниже сепаратрисы, стремится к нулю, а область 
локализации неограниченно возрастает при t  ^  + ж .
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Рис. 10

На рис. 10 при l > а  +  3 сплошной линии соответствует решение 
системы (5). В этом случае под у  понимается координата фронта 
тепловой волны, движущейся по нулевому фону. Светлыми кружками 
обозначены точки, полученные счетом уравнений ( 1) при начальном 
распределении вида:

т ( х 0 ) - і . go( 1 - \х \ у - 1 ^  Iх ! ^ ^
\ 0 , \х\ > У0 -

Заключение. Изложенный метод усреднения позволил охватить 
все качественные выводы ряда работ [1-7] по исследованию реше­
ний задачи Коши для квазилинейного уравнения теплопроводности 
с нелинейным источником тепла и выявить ряд новых качественных 
особенностей. Метод распространяется также на многомерные задачи.

В заключение авторы благодарят С. П. Курдюмова и Н. В. Змитренко 
за полезные обсуждения работы.

Препринт ИПМ АН СССР.
1977. № 91
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Данны й препринт находился у  истоков исследования процессов 
с обострением в среде, описываемой квазилинейным уравнением  
теплопроводности с источником тепла. Авторов препринта вдох­
новил на эту работу авторитет С. П. Курдюмова. Его энтузиазм  
по исследованию режимов с обострением, нелинейности и автомо­
дельности заразил и нас. Значимость и уместность работы, про­
веденной в препринте, сказалась, прежде всего, в том, что удалось  
найти новые типы решений. Если ранее аналитические решения  
квазилинейного уравнения теплопроводности определялись метода­
ми автомодельности , то в препринте был предложен нестрогий  
метод  (метод усреднения) качественного исследования искомых  
решений. Метод усреднения выступил, т  существу, в качестве  
мощного эвристического способа построения топологии основных  
аттракторов исходного нелинейного уравнения. Простота и оче­
видность метода усреднения подтвердили уже известную класси­
фикацию режимов с обострением на  HS-, S- и L S -режимы, а также 
показали  наличие ряда пороговых явлений в поведении решений в з а ­
висимости от начального распределения. В целом метод усредне­
ния сыграл заметную роль в исследовании решений квазилинейного  
уравнения теплопроводности .

К. Э. Плохотников

Взаимодействие диссипативных тепловых структур 
в нелинейных средах

С. П. Курдюмов, Г. Г. М алинецкий, Ю. А. Повещенко,
Ю. П. П опов , А. А. Самарский

1. Многие процессы в нелинейных средах, такие, как, например, 
распространение тепла в среде, коэффициент теплопроводности кото­
рой зависит от температуры, диффузия вещества или проникновение
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магнитного поля в среду с конечной проводимостью, некоторые задачи 
биологии и т.д.,  в математическом отношении описываются квазили­
нейным уравнением параболического типа [18]

^  =  div (к(Т)  g radT) +  Q{T).  (1)

В задачах управляемого термоядерного синтеза на определенной
стадии ведущими процессами становятся тепловыделение, которое опи­
сывает объемный источник, и электронная теплопроводность, коэффи­
циент которой степенным образом зависит от температуры.

Ниже при исследовании уравнения (1) мы будем рассматривать 
T (r , t)  как температуру среды, k ( T ) — коэффициент теплопроводности, 
Q ( T ) — источник тепла, моделирующий процессы горения в среде. 
Зависимости k ( T ), Q ( T ) нелинейны:

k = k 0T а , Q = q0 T e , k0 >  0, q0 > 0, а > 0. (2)

В работах [2-8] в одномерном нестационарном приближении было
показано, что при в  > 1 эволюция пространственного распределения 
температуры T (r, t ) может происходить в «режиме с обострением», ко­
гда температура среды в некоторых точках или областях неограниченно 
возрастает за конечное время t f , называемое временем обострения. 
При в  ^ а  +  1 наблюдается явление локализации горения: несмотря 
на неограниченный рост температуры в некоторой области простран­
ства при t  ^  t f , горение среды происходит в конечной области, вне 
которой температура не изменяется. Можно выделить три типа режи­
мов с обострением: S-режим при в  =  а  +  1, HS-режим (в  < а  +  1), 
LS-режим (в  > а  +  1). В S-режиме область эффективного горения С эф 
не изменяется на развитой стадии процесса, в LS-режиме С эф сокра­
щается, в HS-режиме С эф растет. G ^  — пространственный аналог 
полуширины распределения, r е  С эф, если T (r , t ) ^  0 ,5 m a x T (г, t ) .

r
Исследования, проведенные в одномерном, цилиндрически- и сфе- 

рически-симметричных случаях [2,3, 9], показывают, что при в  ^ а +  1 
интенсивное горение, т. е. рост температуры, идет по закону

m a x T (г, t) ~  (1 — t / t f  )-(в-1) ,
Г

сопровождается явлением локализации и наблюдаемо, если область 
С эф превышает характерную для данной среды область G f , называе­
мую фундаментальной.

В работах [4,5,8] было показано, что в LS-режиме в одномерном 
случае возможно горение среды в виде структур, когда профиль тем­
пературы T (r , t)  остается со временем самоподобным. Этот профиль 
может быть найден из решения некоторой автомодельной задачи для 
функции f  (£) [4,5], к которой приводится (1), и имеет вид

t  (r , t) = (1 — t / t f  ) - ( в - 1 ) - 1 f  (О,

£ =  r (1 — t / t f  ̂ д а - ^ - Ж ^ -1 )-1 .
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Различают простые структуры,  имеющие один максимум, и слож­
ные, имеющие несколько максимумов. Для реализации горения среды 
в виде сложных структур требуется с высокой точностью задавать 
начальный профиль в соответствии с решением автомодельной задачи. 
Реально начальное распределение всегда содержит различные возму­
щения. В работе численно моделируется эволюция многомерных на­
чальных распределений вида

T (г, 0 ) =  max [A* e x p ( —k*(r — г*)2)].
i= 1,2,... ,N

Решения (1) с одним максимумом, соответствующие исходным данным,

T ( r ,0 )  =  A  e x p ( - k ( r  — г0)2), (3)

будем называть простыми квазиструктурами.  Оказывается, при до­
статочном перекрытии областей G f , соответствующих простым квази­
структурам, эволюцию профиля можно описать как процесс их взаимо­
действия. В этом случае профиль T (г, t) естественно называть слож­
ной квазиструктурой  (от сложной структуры ее отличают меньшие 
времена метастабильности и ряд новых свойств, исследуемых ниже).

2. Многомерные численные расчеты проводились по неявной кон­
сервативной схеме с использованием пакета прикладных программ 
ТЕКОН [11]. Алгоритм содержит итерационный процесс по нелиней­
ности с последующим решением линейной системы алгебраических 
уравнений, для чего используется двухслойная итерационная схема 
с чебышевским упорядоченным набором параметров [10]. Этот алго­
ритм является «изотропным» в том смысле, что при его реализации не 
выделяется какое-либо направление в пространстве. Это особенно важ­
но при численном моделировании режимов с обострением. Дело в том, 
что малые возмущения, привносимые вычислительным алгоритмом, 
могут качественно изменить характер решения этих, неустойчивых по 
Ляпунову, задач.

3. В двумерных и трехмерных численных экспериментах (см. рис. 1) 
наблюдалось явление локализации при горении среды в S- и LS-режи­
мах с обострением (исследованы LS-режим, в  =  4, а  =  2, и S-режим, 
в  =  3, а  =  2, параметры k0 и ад варьировались в широком диапазоне).

Можно выделить три стадии процесса горения [12].
Первая — стадия перестройки начального профиля. Локальные 

максимумы остаются неподвижными, в то время как полная энергия

квазиструктуры E  = T d V  растет по закону, близкому к линейному.

G
Вторая — стадия динамики. Квазиструктуры эффективно взаи­

модействуют, что сопровождается движением локальных максимумов 
температуры к общему центру (см. рис. 1, б, д). Длительность и харак­
тер взаимодействия определяются величиной пересечения фундамен­
тальных областей простых квазиструктур. При удалении двух простых
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Рис. 1. Эволюция сложной квазиструктуры
T (x,y,0) =  1,35 max [exp (—2,5x2 — 2,5y2),

exp (—2,5(x +  0,96)2 — 2,5(y — 0,72)2), 
exp (—2,5(x — 0,96)2 — 2,5(y — 0,72)2)],

Z B A D  =  2arcsin0,6, в  =  4,0, a  =  2,0, k0 =  1,0, q0 =  5,25. a-в)  Линии уровня 
T1 =  0,95Tm; T2 =  0,75Tm; T3 =  0,5Tm; T4 =  0,25Tm; T5 =  0,1Tm, где Tm =
=  max(T(r, t)) .  г-е) Распределение температуры T (г,y,t). а, г соответствуют 
г моменту времени t  =  0,0; б, д — 5,94 • 10- 2; в, е — 6,04 • 10- 2

квазиструктур друг от друга наблюдается увеличение в десятки раз 
интервала температур, где происходит эффективное взаимодействие, 
сопровождающееся движением локальных максимумов. Однако этот 
эффект носит пороговый характер. Начиная с некоторой критиче­
ской величины пересечения фундаментальных областей простых квази­
структур, происходит независимое развитие различных частей темпе­
ратурного профиля и формирование двух простых структур. Наблюда­
емая картина связана с конкуренцией процесса «затекания» на общий 
центр и сокращения области С эф в LS-режиме.

На третьей — асимптотической — стадии в области С эф сложная 
квазиструктура вырождается в несколько невзаимодействующих про­
стых структур. При этом в LS-режиме вне С эф формируется часть 
температурного распределения, практически не меняющаяся до t f . Эта 
часть может иметь сложную пространственную форму (см. рис. 1, в, е).

4. Сопоставим особенности явления локализации горения в мно­
гомерном случае с результатами одномерных расчетов. Как известно,
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на асимптотической стадии процесса горения в одномерном случае 
начальные данные не влияют на область С эф и форму профиля темпе­
ратур, близкую к автомодельной задаче [4], а определяют только время 
обострения t f . В многомерном случае также существуют цилиндриче­
ски- и сферически-симметричные автомодельные решения, определя­
ющие цилиндрически- и сферически-симметричную фундаментальные 
области. Однако оказывается, что параметры начального распределе­
ния в многомерном случае влияют не только на величину t f , но и на 
эволюцию области С эф на развитой стадии.

Проведенный расчет LS-режима в двумерном случае (в  =  4, а  =  2, 
k 0 =  1,0, q0 =  5,25, A 1 = A 2 =  1,35, k 1 =  k2 =  2,5, \ r1 -  r 2\ =  1,2) 
показал, что после взаимодействия квазиструктур область С эф приоб­
ретает форму эллипса и сохраняет ее при росте температуры более чем 
в 100 раз. Несмотря на сокращение обеих полуосей эллипса симметри­
зация и изменение его эксцентриситета происходят медленно по срав­
нению с ростом температуры. Это связано с тем, что для направлений, 
где диаметр С эф минимален, рост температуры в периферийной области 
идет в основном за счет подтока тепла из центральных областей.

В S-режиме ( в  =  3, а  =  2, k 0 =  1,0, q0 =  5,25, A 1 =  A 2 =  1,35, 
k 1 =  k2 =  2,5, \r 1 -  r 2\ =  1,2) после взаимодействия двух простых ква­
зиструктур область С эф также приобретает форму эллипса. При этом 
происходит эффективная локализация горения по одному направлению 
и растекание тепла по другому, что позволяет говорить о векторном 
характере локализации процесса горения.

5. Для изучения влияния пространственной симметрии на характер 
взаимодействия квазиструктур рассмотрим два численных экспери­
мента. Ограничимся случаем трех одинаковых простых квазиструктур 
в LS-режиме в двумерном случае.

В первом эксперименте квазиструктуры в начальный момент распо­
ложены так, как это показано на рис. 1, а, г ( A A B D ) .  После стадии 
динамики, во время которой происходит движение абсолютного мак­
симума температуры по A A 2 (см. рис. 1, б, д), интенсивное горение 
наблюдается в сокращающейся области вблизи физически выделенной 
квазиструктуры A  (см. рис. 1, в, е).

Рассмотрим теперь случай симметричного начального распределе­
ния, когда выделенной квазиструктуры нет. Разместим три квазиструк­
туры с теми же параметрами, что и в первом эксперименте, так, 
чтобы их максимумы были расположены в вершинах равностороннего 
треугольника A B 'D '  (см. рис. 1, а). При численном моделировании 
этой ситуации наблюдается движение локальных максимумов простых 
квазиструктур A, B ',  D '  до слияния в точке A 2, центре симметрии. По 
сравнению с предыдущим экспериментом продолжительность стадии 
динамики возрастает в 2,3-2,35 раза, а время обострения в 1,45 раза.

Обратим внимание на то, что время обострения во втором экспе­
рименте увеличивается, хотя большая энергия при этом сосредоточена



108 I. Режимы с обострением., инерция тепла

в меньшем пространстве, чем в случае треугольника A B D .  Отсю­
да видно, что пространственная симметрия увеличивает стабильность 
сложной квазиструктуры.

Доклады Академии наук СССР 
1980. Т. 251. № 4
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Д анная  работа являет ся одним из первых применений пакета  
программ  ТЕКОН для математического моделирования  «тепловых  
структур» в пространственном (двух- и трехмерном) приближении. 
Она позволила исследовать влияние многомерности на характер  
эволюции структур, уточнить результаты, полученные в одномер­
ном приближении, а также установить некоторые принципиаль­
но новые свойства структур, являю щ иеся  следствием неодномер­
ности. Приведенные расчеты также дали возможность выявить  
отдельные недостатки пакет а , который развивается уже более 
двадцати лет, и способствовали его совершенствованию.

Как указано в первом абзаце статьи, квазилинейное уравнение  
параболического типа описывает не только нестационарные теп­

Поступила
10.12.1979
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ловые процессы, но и разнообразные явления  в нелинейных средах , 
и являет ся элементом математической постановки общей задачи. 
Важность многомерности, возможность работы со сложнострук­
турированной динамической информацией возрастает в приклад­
ных исследованиях. Поэтому пакет  ТЕКОН в дальнейших приложе­
ниях использовался не только как  самостоятельная программная  
единица , но и как элемент более общих программно-вычислитель­
ных комплексов .

С помощью  ТЕКОНа решались, в частности, следующие задачи:
— изучение тепловых режимов при термическом упрочнении по­

верхности м ет алла  потоком лазерного излучения (1980-1982 гг.). 
Целью т аких  расчетов являлось определение областей металла  
с полной и неполной закалкой, зон разупрочнения, а также ха р а к­
терных особенностей тепловых процессов для оптимизации режи­
ма лазерной закалки. Расчеты динамики процесса лазерной закалки  
позволили  учесть характерные особенности состояния м е т а лла , 
сдвиг критических точек , тепловые эффекты в области полиморф­
ных и фазовых превращений материала при определении положения  
и размеров различны х структурных зон. Расхождение результатов  
тепловых расчетов с имеющимися экспериментальными данными  
находилось в пределах ошибки эксперимента ;

— исследование нестационарных тепловых процессов, про­
т екаю щ их в ряде конструктивных узлов  перспективных ЭВМ  
(1980-1982 гг.). Развитие современных ЭВМ идет по пути у в е ли ­
чения их быстродействия и повышения компактности элементов , 
что ведет к перегреву конструкций. Это выдвигает новые требо­
вания к системе охлаждения проектируемых ЭВМ. Разработанный  
на базе пакета  ТЕКОН комплекс программ явился  эффективным  
средством решения т аких  проблем ;

— анализ эффекта аномального энерговклада сильноточного  
РЭП в вещество в двумерном М Г Д  приближении (1978-1983 гг.). 
Осуществление программы импульсного термоядерного реактора на 
основе сильноточного релятивистского электронного пучка (РЭП) 
требует детальной разработки ряда вопросов , связанных с транс­
портировкой энергии от ускорителя к мишени, с динамикой нагрева  
и сжатия мишени, с процессами в релятивистском диоде и т. д. 
При этом одним из ключевых вопросов является проблема эффек­
тивного поглощения энергии мощного РЭП в веществе мишени.  
В ИАЭ им. И. В. Курчатова на уст ановках ТРИТОН и АНГАРА-1 экс­
периментально установлено , что , по крайней мере , половина под­
водимой энергии мощного РЭП диссипируется в веществе фольги , 
что соответствует превышению энерговклада над предполагаемым  
теоретически почти на порядок величины. Сравнение результатов  
расчетов на основе пакета  ТЕКОН с экспериментальными данными  
позволило объяснить этот эффект.
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Как ни странно, фундаментальная направленность на изучение  
процессов в нелинейной сплошной среде, на что было направлено  
создание пакета, углубила  наше понимание не только среды сплош ­
ной, но и среды информационной. Обнаружились не только «теп­
ловые структуры» как некий вид памяти в нелинейной сплошной  
среде, но и информационные структуры динамического типа, пред­
ставляющие собой способ нетрадиционного, не фон-Неймановско-  
го , нелинейного представления информации в памяти компьютера  
в виде графов универсальной структуры.

Дальнейшее развитие комплекса  ТЕКОН привело к созданию си­
стемы инструментальных средств, оперирующих с динамической  
памятью, необходимых при построении пакетов прикладных про­
грамм для решения задач математической ф изики , дискретизируе­
мых на основе метода опорных операторов, как, впрочем, и р а зви ­
тию самого этого метода. Среди н и х : база данных  ТЕКОН, средства 
формирования и поддержки типов данных пространственной сетки  
сложной структуры, инструментальные средства для моделирова­
ния и декомпозиции матриц с нефиксированным шаблоном ненуле­
вых элементов , проведение громоздких символьных выкладок и т. д. 
(1975-1994 гг.).

В настоящее время ТЕКОН активно используется для мат е­
матического моделирования процессов подземной гидродинамики  
в напряженно-деформированных средах , для решения задач теории  
фильтрации осадочных бассейнов (1992-1996 гг.). Вот некоторые  
из современных задач геологии и геофизики:

1. Моделирование напряженного состояния и прогноз техноген­
ных изменений при разработке приразломного морского место­
рождения. Исследовалось напряженно-деформированное состояние  
земных пород , обусловленное фильтрационными процессами в н и х , 
в задаче о техногенных землетрясениях. В процессе добычи нефти 
(газа ) перемещение жидкости вызывает изменение напряженно-  
деформированного состояния горных пород. Деформации горных по­
род в тектонических наруш ениях близки к критическим значениям , 
превышение которых вызывает разрушение пород с высвобождени­
ем сейсмической энергии.

Особенностью рассматриваемого класса задач является необ­
ходимость учитывать геологическую неоднородность среды (обу­
словленную историей р а зви т и я : она состоит из ряда разновоз­
растных слоев сложной геометрии , резко отличающихся по своим 
свойствам).

На основе системы  ТЕКОН создан комплекс программ для числен­
ного моделирования процессов фильтрации в трещинновато-пори-  
стых насыщенных геологических средах, сопровождаемых измене­
нием напряженно-деформированного состояния этих сред.

Рассчитаны напряженно-деформированные состояния подзем­
ных коллекторов Ромашкинского местоскопления нефти (Татар­
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стан), вызванные перераспределениями порового давления в пласте  
в процессе заводнения.

2. Создание математической модели формирования вторичных  
залежей углеводородов в шельфовой зоне Тимано-Печорской провин­
ции. Целью работы являлось математическое моделирование к л а с ­
са геодинамических процессов , описывающих формирование осадоч­
ных бассейнов , автоколебательные процессы в них  и быстрые  (на 
заключительной стадии ) процессы эволюции осадочного бассейна  
в зоне субдукции. Модель быстрых процессов описывает образова­
ние залежей углеводородов в зонах коллизии  литосферных плит. 
Применение современных методов моделирования к исследованию  
процессов формирования осадочных бассейнов и миграции в них  у г ­
леводородов важно как  с практической точки зрения — в них  содер­
жатся основные запасы нефти и га за , так и с теоретической , так  
как в них  запасена огромная информация об истории планеты. Чис­
ленные расчеты в р ам ках  данной модели одновременно проводились  
на примерах нефтегазоносных бассейнов Тимано-Печорья, Предвер- 
хоянского прогиба, Баренцева моря, Волго-Урала и др. При отсут­
ствии надежной геолого-геофизической информации недостающие  
данные могут быть получены с помощью численных экспериментов.  
Это обстоятельство дает возможность прогнозировать скопления  
углеводородов на неразбуренных участках. Д л я  расчета крупно­
масштабных явлений подобного типа в условиях  гравитационной  
неустойчивости необходимо было создать комплекс программ , удо­
влетворяющий ряду специфических требований к численным мето­
дам реш ения .

Таким образом, разработанные на основе системы  ТЕКОН про­
граммные средства развивались  одновременно с развитием чис­
ленных методов. Результаты расчетов использованы для п л а н и ­
рования и интерпретации соответствующих физических экспери­
ментов , а также для оптимизации конструкций и технических  
процессов.

Ю. П. Попов, Ю. A. Повещенко

Диссипативные структуры 
в неоднородной нелинейной горящей среде

С. П. Курдюмов, Е. С. Куркина, Г. Г. М алинецкий, А. А. Самарский

В средах с нелинейной теплопроводностью и объемным источни­
ком тепла, зависящим от температуры по степенному закону, процесс 
горения может развиваться в режиме с обострением [1-4]. В S- и 
LS-режимах возникают диссипативные структуры — области интенсив-
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ного выделения тепла, локализованные конечное время на отдельных 
участках среды Ь т [1-5]. В простейшем случае плоской геометрии и 
постоянной плотности установлено, что начальные условия из разных 
классов приводят к развитию структур различной сложности, описы­
ваемых собственными функциями (с. ф.) нелинейного автомодельного 
уравнения [1,5]. Получена теоретическая оценка их числа и характера 
в зависимости от параметров среды, а также численно исследована их 
устойчивость.

В настоящей работе проведено изучение особенностей горения 
нелинейной среды в сферически-симметричном и цилиндрически-сим- 
метричном случаях в предположении, что плотность среды зависит от 
радиуса по степенному закону. Показано, что в таких средах также 
имеют место три режима горения среды: HS-, S- и LS-режимы. Однако 
распределенная плотность может качественно изменить картину горе­
ния среды. Найдены новые типы структур и тепловых волн, сильно 
различающихся по скорости распространения. В работе подтверждена 
оценка числа с. ф. среды и показана тесная связь их с решениями 
некоторых линейных уравнений.

1. Рассматриваются две задачи горения нелинейной неоднородной 
среды, описываемые уравнением

З а д а ч а А  (а =  1, к =  —2). Горение инициируется заданием на­
чального центрально-симметричного распределения температуры в не-
которой области о <  R 1 <  r  <  R 2

T(r ,  о) = То(г), о ^  R 1 ^  r  ^  R 2; Т (r, о) =  о, r > R 2. (2)

З а д а ч а В  (к — 1 / (а  +  1) =  к а  — в / ( а  + 1) =  —3). В центре сим­
метрии находится точечный источник, интенсивность которого согласо­
вана с интенсивностью объемных источников среды так, что уравнение 
(1) допускает фундаментальное решение

до > о, в , а >  о, ѵ =  1,2, р = A r k , A >  о.

(3)

(4)

Тф =  То(1 — t / t f  )- 1/ (e - 1)r -1 /(^+1), 

t f  =  То1-в / ( ( в  — 1)доА1-в ).
(5 )
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Внешний источник задает асимптотику решений при r ^  0

Т (r, t) — ^  сТф. (6)
г—-0

На фронте требуется выполнение условий (3).
Для задач (1)-(4); (1), (3), (6) исследуются автомодельные решения 

вида [3]:

Т (r, t ) =  я(Ь)Ѳ(£), £ = r/<p(t);

g (t) = g0 ( 1 — t / T  )m , <f( t ) = ¥ 0 ( 1 — t / T  (7)

m  = —(ka  + 2 ) / ((k + 2 ) ( в  — 1 ) +  ka  (a — 1));

n  = m (a  +  1 — e ) / ( k a  +  2),

где t  — произвольный параметр, имеющий смысл времени обострения 
t f  при задании автомодельных начальных данных [5,8]. Функция Ѳ(£) 
при соответствующем выборе масштабов удовлетворяет уравнению

1 d  ( (z'2 rt<T А  __ __£ k  л  ______  __ £ k a  л/3

■ ‘И V." di )  ; " r 4 di  4 ’

граничным условиям на фронте £ =  £ф или на бесконечности:

=  0 , Г  ̂  ̂  =  0 ,

Ѳ(£) -------- ► 0, ѲаѲ '-------- ► 0,
£—— —

(8)

(9)

и в центре симметрии:

ѲаѲ'І£=0=  0 (задача А), Ѳ — ^  с£(_ 1/ (ст+1)) (задача B). (10)

2. Аналитическое исследование и численное интегрирование рас­
сматриваемых автомодельных задач позволили построить собственные 
функции нелинейной среды и изучить их поведение в широком диа­
пазоне изменения параметров а, в ,  k, а. Прокомментируем результаты, 
представленные в таблице.

Если плотность нарастает к центру не слишком быстро (k > —2, 
а  =  1), то решения задачи А аналогичны решениям в плоской геомет­
рии с постоянной плотностью. LS-режим реализуется при в  > а  +  1 
и представляет собой дискретный набор с. ф. среды, число которых 
определяется по формуле для плоского случая [4,5]:

M  = [a — [aT1[a]]]+ 1, a = (в  — 1)(в — а  — 1 )^ 1. (11)

Структуры в LS-режиме имеют вид самофокусирующихся тепловых 
волн, сходящихся к центру. S-режим реализуется при в  = а  +  1; 
это простая структура с постоянной полушириной. В HS-режиме при
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Задача А, г > 0, ѵ = 2 Задача B, т > 0, ѵ = 2

Показатель Режим Показатель Режим
HS S LS HS S LS

к > — 2
1</3<(7+1 /3 = (7+1 /3><т+1 fc>(<T+ir‘- l 1</3<(7+1 

1 с. ф.
/3 = (7+1
1 с. ф.

/3><7+1 
М с. ф.

1 с. ф. 1 с. ф. М с. ф. —3 <fc—
-(<7+1)-‘<-1

1</3<(7+1 
2 с. ф.

/3 = (7+1
М = оо

/3>(7+1 
М с. ф.

к = -2 Особый случай fc=(<7+l)_1-3 Особый случай

—3<к<—2 /3>(7+1 /3 = (7+1 (3<а-\-\ — 3<fc<((7 +
+ 1)“ ‘<-3

/3><т+1 /3 = (7+1 /3<(7+1

к < -3 m =
т*
- J рГ dr 

0

*r
— ж, E = J Tpr2dr —— ж 

0

в  < а  +  1 задача А имеет единственное монотонное решение с рас­
тущей полушириной, представляющее собой тепловую волну. Таким 
образом, введение распределенной плотности (при к > —2) в сфери- 
чески-симметричном и цилиндрически-симметричном случаях привело 
в задаче А лишь к изменениям значений некоторых характеристик: 
размеров Ь т, величин температуры в максимумах и т.д.

В задаче В все решения при £ ^  0 неограниченно возрастают и 
выходят на асимптотику фундаментального решения (10). В сложных 
структурах распределение температуры имеет слабо выраженные экс­
тремумы и точки перегиба, число которых возрастает с увеличением 
номера с. ф. При плотностях с показателем (а +  1)- 1 — 3 < к < (а +  
+  1)- 1 — 1 три режима горения среды реализуются при тех же соот­
ношениях между в  и а, что и в плоском случае. В LS-режиме для 
числа с. ф. справедлива оценка (11). В S-режиме при в  = а  +  1 и 
к = (а +  і ) - 1 — 1 получено аналитическое решение:

/ 2(п + 1) \  1/(ст+1)
т  =  Г  1(<7+1) ^ sill” ( т Г ^ Т 1 +  7T0)J  ,

Ь т = 2п(а  +  1)0,5а - 1.

3. В задаче В диапазон изменения плотности (а +  1)- 1 — 3 < к <
< (а +  1)- 1 — 1 является особым. В этом случае при в  < а  +  1 (HS- 
режим) автомодельная задача имеет два решения в виде тепловых 
волн. Первое монотонно и в основном определяется действием внешне­
го источника. Во втором решении локальный максимум температуры 
приходится на сферу некоторого радиуса £. Эта волна может иметь 
скорость, намного превышающую скорость первой волны, и существует 
за счет собственного горения среды (для а =  2 , в  =  1,3 скорости волн
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различаются в ~  400 раз). При этих же показателях к в S-режиме 
среда порождает бесконечное число с.ф., имеющих сложную про­
странственную структуру (см. рис. 1). Каждая с.ф. локализована на 
своей фундаментальной длине и имеет неподвижные по пространству 
выделенные точки, например, максимумы температуры.

Рис. 1. Четыре первые с. ф. в S-режиме (а = 2, в  = 3, k = (а + 1) 1 — 2)

4. При плотностях, сильно нарастающих к центру (к < - 2 ,  a  =  1 
или к < 1 /(а  +  1) -  3, к = (а +  1) — 1 =  к а  -  в / ( а  +  1)), характер горе­
ния среды существенно отличается от описанного. Расчетами в част­
ных производных показано, что в этом случае область горения сокра­
щается при соотношении между в  и а, характерном для существования 
тепловых волн: в  < а  +  1 (т. е. HS-режим меняется на LS-режим).

5. Замечательной особенностью старших с.ф. во всех режимах 
и при всех значениях является то, что в области своей немо­
нотонности они «колеблются» около решения уравнения (8), обра­
щающего диффузионный член в ноль (см. рис. 1). При постоян­
ной плотности таким решением является только гомотермическое 
Ѳг(£) = C (m , n). В неоднородной среде имеется еще фундаменталь­
ное решение в Ѳf (£) = £— 1/ (a+ 1)Ѳг(т, n).  Динамическая аналогия [2] 
сопоставляет автомодельному уравнению (8) процесс колебания ма­
териальной точки в непотенциальном поле сил. Фундаментальное и 
гомотермическое решения представляют собой минимум потенциаль­
ной ямы, возле которого происходят колебания, и в этом смысле 
играют одинаковую роль в разных задачах. Многочисленные расчеты 
показали, что в этой области с. ф. хорошо описываются решениями 
линеаризованного уравнения около гомотермического или фундамен­
тального решений, причем число с. ф. совпадает с числом нулей по­
следнего. Связь с некоторым линейным уравнением наблюдалась и 
в многомерных расчетах эволюции произвольных начальных профи­
лей [6]. Представляет большой интерес задача поиска многомерных 
с. ф., дающих архитектуру всех типов структур. Вероятно, в разработке 
способов построения ее решений сыграют существенную роль методы
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3,76 ■ 1 (Г4 
3,87 ■ КГ* 
3,92 • 1(И 

<х =  2 
/3 = 3
k=(a+ I)"1 -1 
а  =  ( 0 ( о +  l ) _ 1 -t 

Хо= 10

Ѵ=1

2)Г>

3 5 7 9
/•/0,143

Рис. 2. Профили температуры в моменты времени і \ - і 4

линеаризации. Предполагая, что с. ф. нелинейной среды в трехмерном 
пространстве в области своей немонотонности «колеблются» около 
решений, обращающих в ноль диффузионный член, можем предста­
вить архитектуру с.ф. с помощью линейного приближения. Например, 
в задаче В для плотности р =  A r -1|(CT+1)-2, проводя линеаризацию 
Ѳ = Ѳг(т, n ) ^ -1/(a+1') (1 +  u(£, Ѳ, y>)), |u| <  1, в трехмерном автомодель­
ном уравнении нелинейной теплопроводности

( а +  і Н Д . ^  =  ~ - І кѲ + - І к+1Ѳ - І каѲ13s* У'Т Т Т

относительно функции и, получаем линейное уравнение, которое 
заменой

и =  exp ( D (e  — а  — 1) • 0 ,5£)Х ,

D 1 = ( в  — 1 ) - (в- ^ - 1)І(в-1)

сводится к виду стационарного уравнения Шрёдингера с кулоновским 
потенциалом

//„ Ѵ +  =  (0,25 £>?(/? - а -  I )2 -  £>,(/? -  1 ) /£)Х
З і  і

и однородными граничными условиями.
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