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МАТЕМАТИКА

Бесконечная м атематика
Расширение теории категорий на бесконечные измерения 
открыло путь к новым теориям и неожиданным связям 
между математическими концепциями

Эмили Рил
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Эта картина заставила меня 
остановиться. Я видела эту за-
дачу раньше. Фактически ей бо-
лее двух тысячелетий: по сло-
вам Плутарха, подобная форму-
лировка восходит к Платону. При 
помощи линейки (считается, 
кстати, что на ней нет привыч-
ных делений) можно соединить 

две точки и удлинить получен-
ный отрезок в любом направ-
лении. Посредством циркуля 
можно нарисовать круг любо-
го радиуса с заданным центром. 
Ключевая особенность подобного 
типа головоломок состоит в том, 
что любые точки или линии, при-
сутствующие на окончательном 

чертеже, либо находились там 
изначально согласно условию за-
дачи, либо были получены после-
довательно из предыдущего шага 
заданным построением.

Чтобы удвоить объем куба, нач-
нем с одного из его ребер, длину 
которого можно принять рав-
ной 1, так как это единственная 

дним погожим осенним днем в Новой Англии я, тогда сту-
дентка первого курса колледжа, шла мимо входа в метро, 
как вдруг мое внимание привлекла математическая зада-
ча. Какой-то человек рисовал прямо на стене задачи-го-
ловоломки. Согласно одной из них, при помощи линейки 
и циркуля нужно было построить куб, объем которого был 
бы вдвое больше, чем у заданного куба.

ОБ АВТОРЕ
Эмили Рил (Emily Riehl) — математик из Университета Джонса 
Хопкинса, где она занимается теорией категорий и основами 
бесконечных категорий. Ее книга «Элементы теории ∞-катего-
рий» (Elements of ∞-Category Theory), написанная в соавторстве 
с Домиником Верити (Dominic Verity), будет опубликована в 2022 г.

ЗАДАЧА НА ПОСТРОЕНИЕ

Шаг 1. С помощью циркуля и линейки отложите 
на прямой фиксированное расстояние (примем 
его за 1).

Шаг 3. При помощи циркуля и линейки постройте 
перпендикуляр к данной прямой, проходящий 
через условное начало координат. Разбейте 
этот перпендикуляр на единичные отрезки, как 
указано ранее.

Шаг 2. Используя тот же радиус, 
отложите расстояние, равное 2.
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заданная единица измерения. 
Чтобы построить куб большего 
размера, нужно найти способ, ис-
пользуя в качестве инструментов 
только линейку и циркуль, на-
рисовать ребро новой требуемой 
длины, которая соответственно 
должна составлять 3√2 (кубиче-
ский корень из двух).

Это сложная задача, и более 
2 тыс. лет никому не удавалось ее 
решить. Наконец в 1837 г. Пьер 
Лоран Ванцель объяснил, почему 
никому так и не удалось добить-
ся успеха, доказав, что это невоз-
можно. В его доказательстве ис-
пользовался передовой матема-
тический аппарат того времени, 
основы которого были заложены 
его французским современником 
Эваристом Галуа, который погиб 
в 20 лет на дуэли, вероятно, свя-
занной с несчастной любовной 
историей. В мои 20 на моем сче-
ту было куда меньше впечатля-
ющих математических достиже-
ний, но я по крайней мере поняла 
доказательство Ванцеля.

Идея заключается в следую-
щем: рассматривая произволь-
ную точку на плоскости как 

начало координат, а длину за-
данного отрезка принимая рав-
ной 1, сравнительно неслож-
но использовать линейку и цир-
куль для построения всех точек 
на числовой прямой, координа-
ты которых представляют со-
бой рациональные числа (игно-
рируя, подобно всем настоящим 
математикам, невозможность по-
строить бесконечное количество 
точек за конечный промежуток 
времени).

Ванцель показал, что если 
использовать только эти ин-
струменты, то каждая вновь 
построенная точка долж-
на быть решением квадратно-
го полиномиального уравнения 
ax2 + bx + c = 0, коэффициенты 
которого a, b и c находятся сре-
ди ранее построенных точек. На-
против, точка 3√2 представляет 
собой корень кубического мно-
гочлена x3 – 2 = 0, и теория Галуа 
убедительно доказывает, что вы 
никогда не сможете получить ре-
шение неприводимого кубическо-
го многочлена, решая квадрат-
ные уравнения (по сути, потому 
что нет степени 2, которая бы де-
лилась на 3 без остатка).

Вооруженная этим знанием, я 
не смогла удержаться от общения 
с тем человеком на улице. Как 
и ожидалось, моя попытка объяс-
нить, откуда я знаю, что эта за-
дача не имеет решения, ни к чему 
не привела. Вместо этого он стал 
утверждать, что образование 
сделало меня ограниченной и не-
способной «мыслить нестандар-
тно». В конце концов моей девуш-
ке удалось увести меня и мы про-
должили путь. 

Только один вопрос вертел-
ся в моей голове. Каким образом 
мне, желторотой студентке-тре-
тьекурснице, удалось всего за не-
сколько недель научиться до-
статочно свободно оперировать 
такими абстрактными понятия-
ми, как поля Галуа? Этот матери-
ал пришелся на окончание кур-
са, наполненного группами сим-
метрии, кольцами многочленов 
и связанными с ними теорети-
ческими сокровищами, которые 

взорвали бы умы математиче-
ских гигантов, таких как Исаак 
Ньютон, Готфрид Лейбниц, Лео-
нард Эйлер и Карл Фридрих Га-
усс. Как удается математикам 
столь быстро обучать следующие 
поколения студентов, рассказы-
вая им о теориях, которые еще 
вчера удивляли экспертов и были 
доступны единицам?

Частично ответ связан с недав-
ними достижениями в матема-
тике, которые открывают взгляд 
на нее «с высоты птичьего поле-
та», через постоянно растущие 
уровни абстракции. Теория ка-
тегорий — это раздел математи-
ки, который объясняет, как раз-
личные математические объекты 
могут считаться «одинаковыми». 
Его фундаментальная теоре-
ма говорит нам, что любой ма-
тематический объект, каким бы 
сложным он ни был, полностью 
определяется его отношения-
ми к подобным объектам. Теория 
категорий нашла применение 
и в процессе обучения молодых 
математиков новейшим идеям 
и теориям. Вместо того чтобы 
углубляться в изучение отдель-
ных законов, применимых толь-
ко в конкретных областях, мож-
но попытаться понять общие 
абстрактные правила, действую-
щие во всей математической те-
ории.

По мере развития математи-
ки расширяется представление 
о том, при каких условиях два 
объекта могут считаться «оди-
наковыми». В течение несколь-
ких последних десятилетий я 
и многие другие исследователи 
работали над расширением те-
ории категорий, проливающим 
свет на новое понятие «уникаль-
ности». Объектом исследований 
стали новые категории, называе-
мые категориями бесконечности 
(∞-категории), которые расширя-
ют теорию категорий на беско-
нечные измерения. Язык ∞-кате-
горий дает математикам мощные 
инструменты для изучения обла-
стей, в которых отношения меж-
ду объектами слишком тонкие, 
чтобы их можно было определить 

Шаг 4. С помощью линейки проведите 
прямую через точку 2 на горизонтальной оси 
и точку 3 на вертикальной оси. Постройте 
параллельную прямую, проходящую 
через точку 1 вертикальной оси и точку 2/3 
горизонтальной оси.
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в терминах традиционных кате-
горий. Перспектива «бесконечно-
го уменьшения масштаба» пред-
лагает новый способ осмысления 
старых концепций и путь к от-
крытию новых.

Категории
Как и многих моих коллег, меня 
эта теория привлекла отчасти 
из-за плохой памяти. Со школь-
ной скамьи мы привыкли к изо-
билию формул, необходимых для 
запоминания, — на ум, напри-
мер, приходят тригонометриче-
ские тождества. Лично меня уте-
шало то, что наиболее часто ис-
пользуемые формулы могут быть 
получены заново из тождества 
sin2θ + cos2θ = 1, которое имеет 
элегантное геометрическое объ-
яснение: это приложение теоре-
мы Пифагора к прямоугольному 
треугольнику с гипотенузой, рав-
ной 1, и острым углом θ градусов.

Подобное утопическое в де-
ние математики, при котором 
все просто «имеет смысл» и ни-
чего не нужно запоминать, 
в определенной степени сходит 
на нет в университете. На этом 
этапе студенты знакомятся 

с «зоопарком» математических 
объектов, возникших в течение 
последних нескольких столетий. 
Группы, кольца и поля относят-
ся к области математики, из-
вестной как алгебра. (Это слово 
взято из книги IX в. персидско-
го математика и астронома Аль-
Хорезми, название которой пе-
реводится как «Книга о воспол-
нении и противопоставлении».) 
В течение следующего тысяче-
летия алгебра эволюционирова-
ла от изучения природы реше-
ний алгебраических уравнений 
к изучению абстрактных систем. 
Например, поскольку никакое 
действительное число x не удов-
летворяет уравнению x2 + 1 = 0, 
математикам пришлось расши-
рить это множество, добавив 
мнимое число i, удовлетворяю-
щее соотношению i2 + 1 = 0. Так 
родились комплексные числа. 

Алгебра — лишь один из пред-
метов в программе бакалавриа-
та по специальности «математи-
ка». Другие краеугольные кам-
ни — это топология (абстрактное 
исследование пространств) и ма-
тематический анализ, который 
начинается с вещественного 

исчисления и переходит к более 
экзотическим областям веро-
ятностных пространств и слу-
чайных величин, а также ком-
плексных многообразий и голо-
морфных функций. Как студенту 
усвоить все это?

Парадоксальная идея мате-
матики заключается в упро-
щении посредством абстрак-
ции. Как пишет Юджиния Чэнь 
(Eugenia Chen) из Чикагского ин-
ститута искусств в своей кни-
ге «Искусство логики в нелогич-
ном мире» (The Art of Logic in an 
Illogical World), «важное свойство 
абстракции — то, что многие 
различные ситуации становят-
ся одинаковыми, когда вы опу-
скаете некоторые детали». Со-
временная алгебра была создана 
в начале XX в., когда математи-
ки решили объединить исследо-
вания различных структур, воз-
никавших при анализе решений 
алгебраических уравнений или 
конфигураций фигур на плоско-
сти. Чтобы связать исследова-
ния этих структур, математи-
ки ввели основные абстрактные 
понятия и аксиомы, описыва-
ющие их общие свойства. Груп-
пы, кольца и поля были введены 
в математическую вселенную 
вместе с идеей о том, что мате-
матический объект может быть 
описан в терминах свойств, ко-
торыми он обладает, и иссле-
дован абстрактно, независи-
мо от конкретных примеров или 
конструкций.

Джон Хортон Конвей (John 
Horton Conway), как известно, 
размышлял над любопытной он-
тологией любых математических 
объектов: «Нет сомнений в том, 
что они действительно суще-
ствуют, но взять и ткнуть в них 
пальцем можно лишь мыслен-
но. Это удивительно, и я до сих 
пор этого не понимаю, несмотря 
на то что всю свою жизнь был 
математиком. Как что-то может 
быть где-то, не будучи на самом 
деле?»

Но этот мир математических 
объектов, которые могут суще-
ствовать, «фактически не суще

ТЕОРЕМА ПИФАГОРА
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ствуя», создал проблему: он слиш-
ком велик для понимания любого 
человека. Даже в алгебре суще-
ствует достаточное количество 
понятий и теорий, обязательных 
для изучения и требующих не-
малого времени для осмысления. 
Примерно на рубеже XX в. мате-
матики начали исследовать так 
называемую универсальную ал-
гебру — раздел математики, изу-
чающий общие свойства алгебра-
ических систем, элементами ко-
торого могли бы быть совершенно 
различные объекты (например, 
числа) и операции над ними (на-
пример, сложение и умножение), 
удовлетворяющие списку соот-
ветствующих аксиом, таких как 
ассоциативность, коммутатив-
ность и дистрибутивность. Мож-
но наложить дополнительные 
ограничения и сделать выбор: 
частично или полностью опреде-
лена та или иная операция? Об-
ратима ли она? Сужая таким об-
разом выбранную нами систему, 
мы приходим к стандартным ал-
гебраическим структурам: груп-
пам, кольцам и полям. Но можно 
и не ограничивать себя этим вы-
бором, который неизбежно при-
водит нас к исчезающе малой ча-
сти бесконечного многообразия 
возможностей.

Распространение новых аб-
страктных математических объ-
ектов вносит свою сложность. 

Один из способов все упро-
стить — выйти на новый уровень 
абстракции, где (что удивитель-
но) мы сможем доказывать тео-
ремы, касающиеся большого ко-
личества математических объ-
ектов одновременно, не уточняя, 
о каких именно объектах идет 
речь.

Теория категорий, созданная 
в 1940-х гг. Сэмюэлом Эйленбер-
гом (Samuel Eilenberg) и Сондер-
сом Маклейном (Saunders Mac 
Lane), и есть этот новый уровень 
абстракции. Изначально эта тео-
рия была введена лишь для того, 
чтобы дать строгое определе-
ние разговорного термина «есте-
ственная эквивалентность». Од-
нако фактически теория ка-
тегорий предложила новый 
способ универсального мышления, 

применимый и в универсаль-
ной алгебре, и в других областях 
математики. С помощью язы-
ка Эйленберга и Маклейна мы 
теперь способны осознать, что 
каждое множество математиче-
ских объектов может быть отне-
сено к своей собственной кате-
гории, которая есть не что иное, 
как совокупность объектов и до-
пустимых преобразований, схе-
матически изображаемых в виде 
стрелок между объектами. На-
пример, в линейной алгебре изу-
чаются абстрактные векторные 
пространства, такие как трех-
мерное евклидово пространство. 
Соответствующие преобразова-
ния в этом случае суть линейные 
преобразования, для каждого 
из которых необходимо опреде-
лить исходное и результирующее 
векторные пространства, то есть 
указать типы векторов, возни-
кающие в качестве «входных» 
и «выходных». 

Подобно функциям, преобра-
зования (или морфизмы) в дан-
ной категории обладают опре-
деленными свойствами. Они мо-
гут быть «составными», то есть 
допустимо применять один мор-
физм к результатам другого. Для 
любой пары преобразований 
f: A → B (читается как «f — пре-
образование из A в B») и g: B → C 
категория определяет уникаль-
ное составное преобразование 
обозначаемое как g ° f: A → C (чи-
тается как «композиция g и f — 
преобразование из A в C»). За-
кон композиции морфизмов 

КОМПОЗИЦИЯ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Распространение новых абстрактных 
математических объектов вносит 
свою сложность. Один из способов 
все упростить — выйти на новый 
уровень абстракции, где мы сможем 
доказывать теоремы, касающиеся 
большого количества математических 
объектов одновременно, не уточняя, 
о каких именно объектах идет речь
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ассоциативен, что означает: 
h ° (g ° f ) = (h ° g) ° f. Наконец, опре-
делен тождественный морфизм: 
каждый объект B имеет «преоб-
разование идентичности», обыч-
но обозначаемое 1

B
 и обладаю-

щее свойством g ° 1B
 = g и 1

B
 ° f = f 

для любых преобразований g и f, 
исходный и результирующий 
объект которых, соответствен-
но, равен B.

Каким образом категории спо-
собны помочь незадачливому 
студенту, столкнувшемуся с не-
померно большим количеством 
математических объектов и не 
имеющему достаточно време-
ни, чтобы изучить их все? Лю-
бой класс структур, определяе-
мых в универсальной алгебре, 
может сильно отличаться от дру-
гих, но категории, включающие 
в себя эти объекты, очень похо-
жи с точки зрения свойств и еди-
ного «категориального» языка. 

Обладающие достаточным 
опытом математики знают, чего 
ожидать при встрече с новыми 
типами алгебраических струк-
тур. Эта идея отражена в совре-
менных учебниках, где теориям 
групп, колец и векторных про-
странств отведены соответству-
ющие последовательные главы, 
главным образом потому, что 
эти теории параллельны. Легко 
представить себе и другие, бо-
лее свободные аналогии между 

теорией категорий и математи-
ческими структурами, с кото-
рыми студенты сталкиваются 

на курсах тополо-
гии или анализа. 
Благодаря этим сход-
ствам новый матери-
ал усваивается бы-
стрее. Подобные ша-
блоны позволяют 
тратить больше вре-
мени на изучение 

специальных тем, принципиаль-
но различающихся в отдельных 
математических дисциплинах. 
И все же не стоит забывать, что 
новые открытия в области мате-
матики часто бывают вдохновле-
ны неожиданными аналогиями 
и сопоставлениями между ранее 
не связанными областями.

Симметрии
Последовательные уровни аб-
стракции от конкретных ма-
тематических структур до ак-
сиоматических систем и далее 
до категориальных объектов по-
рождают новую проблему. Что оз-
начает фраза «Этот объект такой 
же, как и тот»? В качестве приме-
ра рассмотрим группу, представ-
ляющую собой абстрактную со-
вокупность преобразований — 
симметрий, элементы которой 
Эми Уилкинсон (Amie Wilkinson) 
из Чикагского университета лю-
бит описывать как «движения», 
переворачивающие или вращаю-
щие объект перед установкой его 
в нечто вроде «исходной позиции».

АССОЦИАТИВНОСТЬ 
И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
КОМПОЗИЦИИ

СИММЕТРИИ ФУТБОЛКИ

ПОВОРОТ + ВРАЩЕНИЕ ВРАЩЕНИЕ

ПОВОРОТ

ТОЖДЕСТВЕННОЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
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Можно, например, изучить 
группу симметрий футболки. 
Одно преобразование можно рас-
сматривать как тождественное: 
человек просто носит футболку 
как обычно. Другая симметрия 
соответствует преобразованию, 
при котором владелец вынимает 
руки из рукавов и, все еще удер-
живая футболку на шее, повора-
чивает ее на 180°, меняя тем са-
мым рукава местами. Футбол-
ка теперь надета задом наперед. 
Следующая симметрия соответ-
ствует движению, при котором 
футболку полностью снимают, 
выворачивают наизнанку и сно-
ва надевают таким образом, что-
бы руки попали в те же рукава. 
Итоговая симметрия объединя-
ет последние два преобразова-
ния (что нетипично для групп: 
движения могут выполняться 
в любом порядке без изменения 
конечного результата). Каждое 
из этих четырех преобразова-
ний считается «симметричным», 
потому что они приводят к тому, 
что футболку носят, по существу, 
так же, как и в начале.

Другая группа симметрий — 
это группа переворачивания ма-
траса. В дополнение к тожде-
ственному преобразованию (при 
котором матрас остается в ис-
ходном положении) можно рас-
смотреть возможные враще-
ния матраса вокруг различных 
осей или их комбинации. (Ма-
трасы редко бывают квадрат-
ными, но если бы это было так, 
то различных симметричных 
преобразований было бы боль-
ше, чем описано здесь.) Несмо-
тря на то что футболка не имеет 
ничего общего с матрасом, в не-
котором смысле эти две груп-
пы очень схожи. Прежде всего, 
они имеют одинаковое количе-
ство возможных преобразований 
(в данном случае четыре). Но, что 
особенно важно, легко можно по-
строить пары преобразований 
из группы надевания футболки 
и группы переворачивания ма-
траса так, чтобы композиции со-
ответствующих преобразований 
также соответствовали бы друг 

другу. Другими словами, мож-
но сопоставить преобразования 
из этих двух групп (тождествен-
ность с тождественностью, пово-
рот с поворотом, вращение с вра-
щением и т.д.). Кроме того, если 
рассмотреть композицию двух 
последовательных преобразова-
ний в одной группе, она будет со-
ответствовать композиции по-
следовательных преобразова-
ний другой группы. Математики 
говорят, что эти группы связаны 
«изоморфизмом» (от греч. isos — 
«равный, подобный» и morphe — 
«форма»).

Понятие изоморфизма мож-
но определить для любой кате-
гории, что позволит нам рас-
пространить его на различные 
математические контексты. Изо-
морфизм между двумя объектами 

A и B в категории определяется 
парой преобразований, f: A → B 
и g: B → A, с условием, что компо-
зиции g ° f и f ° g равны соответ-
ствующим тождественным пре-
образованиям 1A

 и 1
B
. В категори-

ях топологических пространств 
понятие изоморфизма представ-
лено парой непрерывных взаи-
мообратных функций. Например, 
существует непрерывное преоб-
разование (деформация), которое 
позволит вам придать бублику 
форму кофейной чашки: дырка 
от бублика при этом превратит-
ся в дырку от ручки, и наоборот. 
(Чтобы деформация была дей-
ствительно непрерывной, не сле-
дует разрывать тесто, из которо-
го вы делаете бублик, и тем более 
не стоит выпекать его до начала 
эксперимента.)

СИММЕТРИИ МАТРАСА

ПОВОРОТ 
+ ВРАЩЕНИЕВРАЩЕНИЕПОВОРОТ

ТОЖДЕСТВЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
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Так родился анекдот о том, что 
тополог не может отличить чаш-
ку от бублика: как абстрактные 
пространства эти объекты совер-
шенно одинаковы. Но на деле вы-
ясняется, что топологи еще менее 
разборчивы и наблюдательны. 
Они привыкли называть объек-
ты «одинаковыми» и в том случае, 
если они «гомотопически эквива-
лентны». Это тоже своего рода изо-
морфизм, но в более экзотической 
категории пространств. Гомото-
пическая эквивалентность — еще 
один тип непрерывной деформа-
ции. Например, представьте, что 
вы начинаете сокращать дли-
ну ваших брюк до тех пор, пока 
они не превратятся в стринги. 
И «брюки», и «стринги» — это про-
странства разной размерности, 
но с одинаковой фундаменталь-
ной топологической структурой: 
два отверстия для ног сохраняют-
ся несмотря ни на что. 

Другая гомотопическая эк-
вивалентность сжимает трех-
мерное евклидово пространство 
в одну точку посредством преоб-
разования, которое иногда на-
зывают «Большим взрывом на-
оборот». При этом каждая точка 
непрерывно движется к «центру 
взрыва» со скоростью, пропорцио
нальной расстоянию до этого на-
чала координат.

Интуитивное представление 
о том, что изоморфные объекты 
оказываются полностью взаи-
мозаменяемыми в рамках дан-
ной конструкции или теории, 
чрезвычайно привлекатель-
но. В качестве примера можно 
рассмотреть операцию, извест-
ную как несвязное объединение 
двух множеств A и B. Подобно 
обычному объединению, несвяз-
ное (дизъюнктивное) объеди-
нение A U B содержит в себе ко-
пию каждого элемента A и ко-
пию каждого элемента B. Однако 
если у A и B есть общий элемент, 
то несвязное объединение A U B 
включает сразу две копии этого 
элемента, одна из которых «по-
мечена» как принадлежащая 
множеству A, а другая — мно-
жеству B. Используя аксиомы 
теории множеств, можно по-
разному строить дизъюнктное 
объединение. В результате бу-
дут получаться хотя и различ-
ные, но изоморфные друг другу 
множества. Вместо того чтобы 
тратить время на споры о том, 
какая конструкция — наиболее 
каноническая, удобнее просто 
закрыть глаза на эту двусмыс-
ленность и «с точностью до изо-
морфизма» ссылаться на уни-
версальные свойства операции 
дизъюнктивного объединения 

для каждого конкретного мно-
жества. Точно так же и вышеопи-
санные группы надевания фут-
болки и переворачивания матра-
са, по сути, представляют собой 
одну и ту же группу, которую ма-
тематики называют «четверная 
группа Клейна».

Бесконечные категории
История о происхождении фун-
даментальной теоремы теории 
категорий пользуется большой 
популярностью. В 1954 г. на Се-
верном вокзале Парижа, спер-
ва в привокзальном кафе, а по-
сле в вагоне поезда перед самым 
его отправлением, молодой ма-
тематик по имени Нобуо Йоне-
да (Nobuo Yoneda) изложил Сон-
дерсу Маклейну свою «лемму». Ее 
следствием становится тот факт, 
что любой объект в любой катего-
рии полностью определяется его 
отношением к другим объектам 
в данной категории, то есть мно-
жеством преобразований, име-
ющих данный объект в качестве 
исходного или результирующего. 
Таким образом, мы можем оха-
рактеризовать топологическое 
пространство X, исследуя его 
с помощью непрерывных отобра-
жений f: T → X, прообразом кото-
рых выступает другое простран-
ство T. Под T можно подразуме-
вать, например, пространство, 
состоящее из одной точки, и тог-
да элементы X будут соответство-
вать некоторым непрерывным 
функциям x: * → X с областью 
определения, состоящей из этой 
самой точки. Можно ответить 
и на вопрос, связано ли про-
странство X или нет, рассмотрев 
для этого отображения p: I → X, 
область определения которых — 
интервал I = [0,1]. Каждое такое 
отображение определяет пара-
метризованный «путь» или «тра-
екторию движения» в простран-
стве X от точки p(0) до точки p(1).

Точки и подобные «пути» мож-
но использовать для переформу-
лирования топологических за-
дач в алгебраические: каждое 
топологическое пространство X 
имеет связанную категорию 1

X, 

ПУТИ МУРАВЬЕВ В ПРОСТРАНСТВЕ X
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называемую «фундаментальным 
группоидом» X. Элементы этой 
категории — точки простран-
ства, а преобразования — это 
и есть пути. Если в данном про-
странстве один путь может быть 
преобразован в другой, в то вре-
мя как его начальная и конечная 
точки совпадают, эти два пути 
определяют одно и то же преоб-
разование. Такие деформации — 
гомотопии — необходимы для 
описания композиции несколь-
ких путей и определения ассоци-
ативной операции, как того тре-
бует категория.

Ключевое преимущество фун-
даментальной конструкции 
группоидов — то, что она «фун-
кториальна». Это означает, что 
непрерывная функция f: X → Y, 
действующая из одного тополо-
гического пространства в другое, 
порождает соответствующее пре-
образование 1

f: 
1
X → 

1
Y, дей-

ствующее между фундаменталь-
ными группоидами. Для этого 
отображения определены компо-
зиция и тождественное преобра-
зование, то есть 

1
(g ° f) = 

1
g ° 

1
f 

и 
1
(1

X
) = 1

1X
 соответственно. Эти 

два свойства, которые в совокуп-
ности называются «функтори-
альностью», предполагают, что 
фундаментальная группа «на-
следует» некоторую важную ин-
формацию об исходных тополо-
гических пространствах. В част-
ности, если два пространства 
не гомотопически эквивалент-
ны, их фундаментальные груп-
поиды также неэквивалентны.

Однако фундаментальный 
группоид — не полный инвари-
ант. С его помощью можно, на-
пример, легко отличить окруж-
ность (или кольцо) от круга (или 
диска). В фундаментальном 
группоиде окружности различ-
ные варианты путей, соединя-
ющих две точки, можно охарак-
теризовать целыми числами — 
они показывают, сколько полных 
оборотов вокруг центра совер-
шит траектория (при этом знак 
«+» или «–» указывает направле-
ние по часовой стрелке или про-
тив нее). 

В фундаментальном группои-
де круга, наоборот, существует 
только один путь между любы-
ми двумя точками, с точностью 
до гомотопии. И, например, фун-
даментальный группоид трех-
мерной сферы описывается ана-
логично: между любыми двумя 
точками также существует толь-
ко один путь, с точностью до го-
мотопии.

С понятием фундаментально-
го группоида связана и серьез-
ная проблема. Дело в том, что 

отдельные точки и соединяющие 
их пути не обнаруживают мно-
гомерную структуру простран-
ства, поскольку точка и кривая 
траектории сами имеют раз-
мерность 0 или 1 соответствен-
но. Решение состоит в том, чтобы 
ввести дополнительные непре-
рывные функции, называемые 
«гомотопиями» (если они опреде-
лены на плоском круге) или «выс-
шими гомотопиями» (в случае 
трехмерного или — в общем слу-
чае — n-мерного шара).

Естественно задаться во-
просом, какую алгебраиче-
скую структуру образуют точ-
ки, пути, гомотопии и высшие 
гомотопии пространства X. Эта 
структура — ∞X, называемая 
фундаментальным ∞-группои-
дом X, определяет пример ∞-ка-
тегории, — бесконечномерно-
го аналога категорий, впервые 
введенных Эйленбергом и Ма-
клейном. Как и обычная катего-
рия, ∞-категория содержит объ-
екты и преобразования. Но она 
содержит также и «высшие пре-
образования» (изображаемые 
на рисунках двумерными, трех-
мерными и т.д. стрелками). На-
пример, в  ∞X объекты и преобра-
зования — это по-прежнему точ-
ки и пути, однако последние уже 
не считаются одинаковыми с точ-
ностью до гомотопии, преобра-
зования более высоких измере-
ний определяют более «высокие» 

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЙ 
ГРУППОИД ОКРУЖНОСТИ

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЙ ГРУППОИД КРУГА
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гомотопии. Как и в обычной ка-
тегории, в любом фиксирован-
ном измерении определена ком-
позиция двух преобразований: 
если существуют два отображе-
ния f: X → Y и g: Y → Z, должно су-
ществовать также и отображение 
g ° f: X → Z. Но тут возникает одна 
загвоздка: для согласования тео-
рии с естественными примерами 
(например, при попытке описать 
фундаментальный ∞-группоид 
пространства) закон компози-
ции должен быть ослаблен. Для 
любой пары отображений по-
прежнему должна быть опреде-
лена их композиция, но она боль-
ше не единственная.

Это нарушение единствен-
ности затрудняет определение 
∞-категорий в рамках классиче-
ских математических законов 
теории множеств. Определение 
композиции двух отображений 
в теории ∞-категорий отлича-
ется от аналогичного определе-
ния в универсальной алгебре. 
Несмотря на то что ∞-катего-
рии играют все более значимую 
роль в современных теоретиче-
ских и прикладных исследова-
ниях от квантовой теории поля 
до алгебраической геометрии 

и топологии, они все еще счита-
ются «слишком сложными», про-
ходят по разряду «только для 
специалистов» и далеко не всегда 
включаются в учебные програм-
мы даже на старших курсах. Тем 
не менее я, как и многие мои кол-
леги, рассматриваю ∞-категории 
как революционно новое направ-
ление, позволяющее мечтать 
о выдающихся математических 
открытиях, невозможных в рам-
ках прежних теорий.

Горизонты будущего
История учит нас тому, что даже 
самая экзотическая математи-
ческая теория прошлого сегод-
ня может считаться достаточно 
простой даже для студентов пер-
вых лет обучения. Как исследо-
вателю теории ∞-категорий, мне 
интересно думать о ее упроще-
нии. Ключевая аксиома обычной 
теории категорий — существо-
вание единственного преобра-
зования g ° f: X → Z, композиции, 
определенной для каждой пары 
отображений f: X → Y и g: Y → Z. 
Напротив, в ∞-категории суще-
ствует множество отображе-
ний из X в Z, которые в фунда-
ментальном ∞-группоиде можно 

понимать как своего рода «про-
странство путей». Правильным 
аналогом единственности ком-
позиции отображений в рамках 
обычной теории категорий будет 
утверждение, что в ∞-категории 
«пространство композиций сжи-
маемо», то есть каждая из его то-
чек стремится к некоторой ис-
ходной (подобно теории «Большо-
го взрыва наоборот»).

Обратите внимание, что «сжи-
маемость» не означает существо-
вание единственной компози-
ции: действительно, как можно 
убедиться на примере фунда-
ментального ∞-группоида, мо-
жет существовать большое коли-
чество разных составных путей. 
Однако «сжимаемость» гаранти-
рует, что любые два составных 
пути гомотопны, любые две го-
мотопии, связывающие эти со-
ставные пути, связаны более вы-
сокой гомотопией и т.д.

Условие сжимаемости как аль-
тернатива единственности ста-
новится центральным в новой 
системе, предложенной матема-
тиком Владимиром Воеводским 
и его коллегами. Исследователи 
из многих стран мира совместно 
разрабатывают новые компью-
терные программы — «помощ-
ников в доказательствах», кото-
рые могут построчно проверять 

Как удается так 
быстро обучать 
следующие 
поколения 
студентов, 
рассказывая 
им о теориях, 
которые еще 
вчера удивляли 
экспертов 
и были доступны 
единицам?
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формальное математическое до-
казательство. Эти «помощники» 
обладают механизмом, имити-
рующим обычную математиче-
скую практику последовательно-
го вывода следующего утвержде-
ния из предыдущего. Подобная 
цепочка понимается с точки зре-
ния изоморфизма или гомотопи-
ческой эквивалентности. В та-
ком случае механизм позволяет 
пользователю последовательно 
распространять доказательство 
от одной точки до другой по сое-
диняющему их пути, строго со-
блюдая понятия тождествен
ности.

В своем эссе 1974 г. математик 
Майкл Фрэнсис Атья (Michael 
Francis Atiyah) писал: «На самом 
деле, цель любой теории — в зна-
чительной степени системати-
ческая организация прошлого 
опыта таким образом, чтобы сле-
дующие поколения, наши учени-
ки, ученики учеников и т.д. смог-
ли усвоить наиболее существен-
ные аспекты теории настолько 
легко и безболезненно, насколько 
это возможно. И это единствен-
ный способ, с помощью которо-
го вы можете продолжать раз-
вивать и наращивать любую на-
учную деятельность, не заходя 
в конечном итоге в тупик». Тео-
рия категорий, вероятно, играет 
эту роль в современной матема-
тике: если математика — наука 
аналогий и изучение закономер-
ностей, то теория категорий — 
это изучение закономерностей 
математического мышления, 
изучение «математики матема-
тики», как формулирует Юджи-
ния Чэнь.

Причина, по которой студен-
ты начальных курсов оказыва-
ются способными усвоить такое 

большое количество различных 
тем, кроется в том, что наше по-
нимание математических кон-
цепций было упрощено за счет 
введения все новых абстракций. 
Этот процесс можно рассматри-
вать как отступление от кон-
кретной задачи и попытку по-
смотреть на нее более широко. 
При таком подходе многие мел-
кие детали исчезают — напри-
мер, численные приближения 
или вообще что-либо, имеющее 
отношение к конкретным вычис-
лениям. Однако весьма примеча-
тельно наблюдать, как различ-
ные теоремы из алгебры, теории 
множеств, топологии, алгебраи-
ческой геометрии вдруг оказы-
ваются весьма схожими и оди-
наковым образом описываются 
на языке теории категорий.

Что же ждет нас в будущем? 
В некоторых областях матема-
тики постепенно формируется 
общее мнение, что «естествен-
ная среда обитания» матема-
тических объектов XXI в. — это 
∞-категории, по аналогии с ро-
лью классической теории катего-
рий в XX в. Надеемся, что со вре-
менем наше сознание смирится 
с головокружительным многооб-
разием преобразований в ∞-ка-
тегориях и оно спокойно займет 
свое место в коллективном ма-
тематическом бессознательном, 
позволяя отнестись к этим кате-
гориям как к новому и чрезвы-
чайно полезному универсаль-
ному инструменту. И останется 
только задаться вопросом: если 
XX в. принес нам такой ощути-
мый прогресс, где окажется ма-
тематика в конце XXI в.?

Перевод: Д.С. Хованский

Краткий 
справочник 
современной 

математической 
терминологии

Категория — определенный 
набор объектов 
и преобразований между ними 
с правилом композиции.

Композиция — применение 
одного преобразования 
к результатам другого.

Тождественное 
преобразование — 
преобразование объекта, 
которое никак его не изменяет.

Симметрия — обратимое 
преобразование объекта 
самого в себя.

Изоморфизм — структурное 
понятие «сходства», которое 
может существовать между 
парой объектов в категории.

Фундаментальный группоид — 
категория, объекты которой — 
точки в пространстве, 
а преобразования — пути 
между ними, с точностью 
до гомотопии.

Гомотопия — «путь между 
путями», непрерывная 
деформация от одного пути 
к другому.

Категория бесконечности — 
бесконечномерный аналог 
категории, который добавляет 
многомерные преобразования 
и ослабляет правило 
композиции.

Фундаментальный 
бесконечный группоид — 
бесконечная категория точек, 
путей, гомотопий и высших 
гомотопий в пространстве.
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Если математика — наука аналогий 
и изучение закономерностей, 
то теория категорий — это изучение 
закономерностей математического 
мышления


