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УДК 517.958:533.6 
ТЕОРИЯ РЕЖИМОВ С ОБОСТРЕНИЕМ 

В СЖИМАЕМЫХ СРЕДАХ 

Н. В. Змитренко, С. П. Курдюмов, А. П. Михайлов 

ВВЕДЕНИЕ 

В этой работе излагаются результаты теоретических иссле­
дований воздействия на сплошную среду граничных режимов с 
обострением. 

Математическая модель, описывающая сплошную среду, 
включает нестационарные уравнения газовой динамики [99, 126, 
128] вместе с соответствующими уравнениями состояния и, в 
более общем случае, дополнительные уравнения, учитывающие 
различные физические процессы [15, 22, 129l (теплопровод­
ность, вязкость, тепловые источники, давление и диффузию маг­
нитного поля). Искомые функции F. (r, t) зависят от простран­
ственных координат г и времени t. 

Постановка задачи включает в соответствии с физическими 
условиями задание ряда искомых функций на определенных 
поверхностях, ограничивающих среду (граничные условия), а 
также задание значений искомых функций в начальный момент 
времени (начальные условия). 

Особенностью настоящей работы является рассмотрение оп­
ределенного класса граничных условий. Именно, будем интере­
соваться процессами в сплошной среде, когда некоторые из ис­
комых функций Fi{r, t), например, плотность среды или давле­
ние в ней, неограниченно возрастают (F< (г, £){to}oo) с ходом 
процесса при стремлении времени t к конечному моменту 
tj(t->-^< + oo). При этом говорят, что данные величины Ft ве­
дут себя в реоюиме с обострением. Одной из причин такого пот 
ведения может быть задание режима с обострением в качестве 
граничного условия: для ряда Ft на ограничивающих среду по­
верхностях Г задаются режимы с обострением F.(r, t) r£--r->-oo 
при /—ytf. 

Существуют и другие причины возникновения режимов с. 
обострением: пространственная неоднородность начальных дан-: 
ных и другие геометрические факторы, приводящие к появле­
нию кумулятивных эффектов [12, 16, 62, 128, 134], интенсивные 
ИСТОЧНИКИ тепла (горение взрывного характера) [30, 34, 73—75, 
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77, 92, 93, 119, 120, 138—140]. Анализ развития в сплошной сре­
де режимов с обострением под действием этих причин остается 
за рамками настоящей работы. 

Основное внимание в работе уделено анализу автомодель­
ных задач, решения которых являются частным случаем инва­
риантно-групповых решений, допускаемых системой уравнений 
газовой динамики и уравнениями газовой динамики с учетом 
диссипативных процессов [21, 55, 78, 109]. Инвариантно-группо­
вые решения являются важным классом решений систем гипер­
болических и параболических нелинейных уравнений и пред­
ставляют собой те асимптотики, к которым приходит состояние 
среды с течением времени [1.2, 34]. Анализ инвариантно-группо­
вых решений позволяет указать режимы, в которых развитие 
процессов в среде происходит с обострением. 

В автомодельных режимах зависимости всех величин от вре­
мени имеют степенной вид [62, 126, 128],'• В этом случае режим 
с обострением для зависимости от времени Fto(t) некоторой 
величины -Р. (г, t) на поверхности гбГ дается выражением 

Fol(t) = B0l(tf~t)№'. (1) 
Здесь 5-i-const, n.<0, t<tf и £-s-fy< + oo. Отметим, во избежа­
ние дальнейшей путаницы, что поскольку рассматриваемые в 
настоящей работе уравнения не меняются при замене t на 
t' = t+x, T==const (допускают «сдвиг по времени»), то запись 
(1) эквивалентна записи 

ГшУ) = В01(-ф. (2) 
Чтобы исключить дополнительные безразмерные параметры, со­
держащиеся в неавтомодельных начальных данных, полагают 
в (2) «(—оо, 0): —oo<if<0, £{to}0 (подробнее см. в § 2, гл. 2). 
Аналогично, в автомодельной задаче без обострения [19—21, 
23—28, 40, 41, 77, 86, 87, 107, 126, 128, 141] f > 0 и «(0, -foe), 
(->-;+оо, а граничные режимы имеют вид 

F0i(t)=Bott% (3) 
'/' Почему при анализе граничных воздействий на сплошную 
среду внимание было обращено на режимы с обострением? 

Во-первых, желание рассмотреть сжатие среды в рамках 
автомодельности первого рода, изменения величин в которой 
определяются изменением граничных условий, с необходимо­
стью приводит к постановке граничных задач с режимом обост­
рения на границе, В противном случае, как известно, в реше­
нии может возникнуть ударная волна, кумулирующаяся по ав­
томодельному закону [134], никак не связанному с изменениями 
величин на границе. 

•О Экспоненциальная зависимость от времени [128] здесь не рассматри­
вается. 
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Во-вторых, вид'зависимостей всех F. (r, t) от времени в ав­
томодельных задачах с t<0(2) и с f>0(3) одинаков. Это дает 
возможность использовать опыт, накопленный при решении ав­
томодельных задач с *>0 [19—21, 23—28, 40, 107, 126, 128]. 

В-третьих, <похожесть> (2) и (3) позволяет поставить вопрос 
О существовании «зеркальных* режимов, пространственные распре­
деления величин в которых одинаковы, но меняются со временем 
противоположным образом (см. § 3, гл. 2): при некотором я < 0 
в (2), (3) имеем lim( —t)"->-+ со, a \\mtn->Q. Существенно, 

t4 0 /-Н-СО 
что в «зеркальных» режимах направление времени одинаково,-
оно возрастает (как при —{infty}<z!<0, t-*-0~, так и при 0 < ^ < + оо, 
£{to}+{infty} значение времени t увеличивается по абсолютной вели­
чине). Поэтому, такое «обращение процессов во времени» не 
противоречит второму началу термодинамики: ход энтропии в 
«зеркальных» режимах одинаков [64, 72]. 

Наконец, изучение режимов с обострением [6, 7, 45—50, 57, 
66—69, 74, 77, 88—92, 117—120, 138—140] привело к обнаруже­
нию эффекта локализации тепловых, гидродинамических, маг-
нито-гидродинамических процессов в определенных участках 
среды и связанного с ним явления образования нестационарных 
структур в сплошной (в общем случае диссипативной) среде. 
Эта причина представляется авторам одной из наиболее важ­
ных. Автомодельная формулировка позволяет аналитически 
изучить условия возникновения структур. Тем самым, с одной 
стороны, даются конструктивные законы построения организа­
ции среды [93], а с другой стороны, выясняется роль режимов 
с обострением как асимптотик поведения среды при определен­
ном ходе процессов в ней. Изучение режимов с обострением во 
многом стимулировалось этой обнаруженной способностью обес­
печивать условия возникновения организации в сплошной сре­
де. Впервые эффект локализации тепла был обнаружен 
А. А. Самарским и И. М. Соболем [122]. Соответствующее точ­
ное решение уравнения нелинейной теплопроводности получило 
название остановившейся тепловой волны. 

Полезно-проследить взаимосвязь понятий режима с обостре­
нием, локализации и возникновения структур в среде в истори­
ческом плане. 

Исследование с помощью численных методов нелинейных 
уравнений магнитной газодинамики для теплопроводной, прово­
дящей (и, в ряде случаев, излучающей) среды дало возмож­
ность наблюдать сложную картину взаимодействия тепловых и 
магнитогидродинамических процессов [20, 24, 28, 88,'89, 91, 93, 
130]. Были выяснены условия, при которых в среде возникали 
самоподдерживающиеся, локализованные на . определенных 
участках массы температурные, токовые образования (Т-слои). 
Определенные жидкие частицы среды, в которых преимущест-
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венно сосредоточивается электрические токи, нагреваются до 
температур много больших, чем средняя по среде. Эти структу­
ры поддерживаются за счет диссипации энергии магнитного по­
ля в джоулево тепло при диффузии поля в среду. Механизмы, 
способствующие отводу энергии из области ее выделения в 
T-слое, сдерживали и ограничивали его развитие. К таким меха­
низмам относят гидродинамическое движение (ударные волны 
и течение плазмы, возбуждаемые ростом давления вещества в 
области T-слоя за счет взрывоподобного выделения тепла в 
нем), процессы теплопроводности и излучения. T-слой представ­
лял собой развитую нелинейную стадию эволюции перегревной 
неустойчивости в магнитной гидродинамике [20, 24, 28, 44, 61, 
79, 116, 121, 123, 130]. 

Построение частных (автомодельных) решений исходной 
системы уравнений магнитной гидродинамики во многом спо­
собствовало пониманию механизмов образования и эволюции 
T-слоя. Автомодельные решения [20, 24, 28, 130] описывали 
разлет плазмы против магнитного поля в так называемом ре­
гулярном режиме [106, 107]. 

Особенность этого режима заключалась в следующем. ' 
'Рассматривались одномерные движения среды: F,(r,/) = 

•=E, (r, if) зависит только от двух переменных: пространственной 
координаты г и времени t. В этом случае целесообразно ввести ; 
лагранжевы координаты x и t, где каждая данная координата 
х связана с определенной жидкой частицей среды [99]. Граничная 
поверхность Г теперь соответствует некоторому фиксированному 
значению х=Хо :г6Г=>л.=л.-; граничное условие вида (2), (3) 
имеет место для х = х0 ;B0{(±t)ni =F.(xo, t). Полная масса 
вещества в рассматриваемых задачах конечна. Это означает 
конечность параметра х0 :х -<+оо . В этом случае система урав­
нений газовой динамики (в том числе и с учетом диссипатив-
ных процессов) имеет решение в разделяющихся переменных: 

^(x,0-Bi(OMx){cdot} (4) | 
Оно и называется регулярным режимом1'. 

ВИД автомодельного решения (4), найденного в [20, 24, 28, j 
130], указывал на замечательную особенность регулярного ре- j 
жима: неравномерно нагретое (если U(x)—температура) или j 
неравномерное сжатое (если fi(x)—плотность) вещество оста- j 
валось неравномерно нагретым или неравномерно сжатым в >; 
течение всего процесса. Решения (4) описывали локализацию j 
в смысле отсутствия распространения тепла, других форм энер- j 
гии от неоднородностей в окружающую среду. В изученных в j 
120, 24, 28, 130] автомодельных решениях, содержащих T-слой, j 

') В случае граничных-условий (2), (3) степенного вида все Bi(i) в (4) j 
также имеют степенной вид:. В,(t)=BQ i(±t) '..-,• j 
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процессы выделения и распространения тепла были согласова­
ны во времени. 

В [20, 24, 28, 130] изучались задачи с граничными услови­
ями вида (3) с /{to}+oo. В этом случае локализованные решения 
в отсутствие тепловыделения не кажутся необычными. Напри­
мер, они описывают процесс остывания конечной массы газа, 
на границе которой температура падает со временем. Тем бо­
лее тривиален изоэнтропический режим расширения массы га­
за, поддерживаемого поршнем, давление на котором уменьша­
ется со временем. Плотность вещества во всех решениях типа 
(3) из [20, 24, 28, 130] падает со временем. Это режимы раз­
режения. Поэтому не вызывает удивления отсутствие в них 
ударных волн (положение их фронта не может соответствовать 
«фиксированной координате х: через сильный разрыв такого та­
ла всегда существует поток вещества [99]). 

Естественно возникает желание исследовать режимы вида 
•('4) с нарастанием плотности. В этом случае решение (4) опи­
сывает процесс безударного сжатия, что само по себе уже не 
тривиально. Для получения такого решения следует перейти в 
граничных условиях от вида (3) к виду (2), т. е. ввести в за­
дачу режимы с обострением. Режимы безударного сжатия (4), 
(2) были построены и изучены для системы уравнений газовой 

динамики с учетом ряда диссипативных процессов (а также и 
в случае отсутствия последних) '[65—70, 112]. Исследование 
основывалось на формальном методе 'введения значений / < 0 в 
формулы вида (4), (3) (см. § 1, гл. 1). Тем самым было поло­
жено начало целенаправленному и регулярному изучению воз­
действия режимов с обострением на сплошные среды. 

Свойства, характерные для автомодельных решений с разде­
ляющими переменными [20, 24, 28, 106, 107], в случае режимов 
с обострением выявили всю свою необычность Т65—70, 112]. 

Сжималась конечная масса вещества, но без возникновения 
ударных волн. Через границы этой массы можно было осу­
ществить подвод тепловой энергии в режиме с обострением, а 
тепло не распространялось по всей массе, оставаясь локализо­
ванным на определенном участке. 

Аналогично работам [2'0, 24, 28, 130], но применительно к 
иной физической ситуации, сформулированы условия наличия 
в среде тепловых структур: участков массы, нагретых до тем­
ператур заметно выше средней. Тепло не теряется этими участ­
ками в окружающую более холодную среду, а температура в 
них растет в режиме с обострением (2). Анализ автомодельных 
задач [66, 67, 69, 70] позволяет получить вполне определенные 
форму и размеры тепловых структур. При этом, в отличие от 
режимов, описанных в [20, 24, 28], локализация тепла не со­
провождается охлаждением за счет расширения; тепловые 
структуры существуют не как результат определенного «балан­
са» между выделением тепла за счет каких-либо диссипативных 
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процессов и стоком тепловой энергии, затрачиваемой на рас­
ширение, а в присутствии только механизмов нагрева (тепло­
выделение и работа сжатия). В сплошной среде прн наличии" 
источников и стоков тепла могут существовать стационарные, 
либо эволюционирующие бесконечно долго температурные не­
однородности [3, 11, 39, 56, 83, 84, 97, 102, 132], Тепловые 
структуры в случае действия в среде только источников тепла 
сильно нестационарны, эволюционируют в режиме с обострени­
ем и существуют лишь конечное время: при начале процесса от 
любого конечного момента времени /о (/o<^<t/> i-*~h) решение 
имеет место лишь в промежутке [г?-- tf) с ограниченной мерой. 

tf—-0<+°°-

Необычность указанных фактов существенным образом сти­
мулировала исследования действия режимов с обострением на 
теплопроводную среду без учета газодинамического движения. 
Казалось естественным, что более простая модель (краевая за­
дача для уравнения теплопроводности ИЛИ задача Коши для 
уравнения теплопроводности с источником тепла) позволяет 
изучить эффекты локализации и возникновения структур наи­
более полным и строгим образом. 

Эти исследования отталкивались от упомянутого выше ре­
шения [122] в разделяющихся переменных вида (4). Изучение-
граничного воздействия на полубесконечную среду (0<r<-f-oo) 
показало, что параметры в режиме с обострением на границе 
среды и коэффициента уравнения определяли тот участок мас­
сы, на который распространялась действие граничного режима.. 
В рассмотрение включались режимы с обострением различ­
ного вида, в том числе и автомодельные, но не совпадающие с; 
разделением переменных (4). Был выделен класс граничных 
режимов; в котором воздействие на среду было локализовано,. 
указан класс режимов, в которых локализация отсутствовала 
[32, 73, 76, 77, 88, 90, 115, 118, 120], доказан ряд теорем о ло­
кализации для граничных режимов и коэффициентов уравнения 
достаточно общего вида и о локализации в задаче Коши для 
достаточно общего вида нелинейного уравнения теплопро­
водности с источником тепла [29—37, 57, 58, 74, 77, 92—98, 115, 
117—120]. Физический смысл явления локализации тепла, свя­
занный с существованием пространственных распределений тем­
пературы, обладающих свойством инерции [77], был выяснен: 
при изучении задачи Коши для теплопроводной среды без ис­
точника. 

В результате проведенных исследований понятие локализа­
ции было уточнено и усовершенствовано. Теперь оно могло при­
меняться в гораздо более общей ситуации, чем в частных при­
мерах работ [20, 24, 28] и [66—70]. С локализацией предла­
гается связывать такое действие поверхностного или объемного» 

8, 



источника, которое заключается в эффективном изменении СО­
СТОЯНИЯ среды лишь в конечном ее участке-

Изучение в рамках описанных задач явления возникновения 
упорядоченных структур позволило предложить следующую. 
схему их образования. 

Тепловыделение, 
граничное воз­
действие, термо­
динамически. 
замкнутая сис­
тема. 

Режимы с 
обострением 

Источники и сто­
ки. тепла,! откры­
тая система 

Обычные 
--j режимы или 

стационар 

„Инерционность" 
механизмов рас­
пространения 
энергии от мес­
та ее Выделении 

I Локализация 
действия поверх­
ностных или 
объемных источ­
ников 

Т 
Структуры 

Сильная нестационарность (режим с обострением) играет в 
этой схеме ту же роль, что и «открытость» в термодинамиче­
ском смысле системы с обычными (существующими сколь угод­
но большое время) режимами. 

Закономерно возникает необходимость вернуться, имея на 
вооружении разработанный понятийный аппарат, снова к си­
стеме уравнений газовой динамики (в том числе и с учетом 
ряда диссипативных процессов) и выявить класс режимов, при­
водящих к локализации, исполвзуя математические подходы, 
развитые для параболических уравнений-

Такая программа осуществлена применительно к задачам 
газовой динамики (гл. 1), где, в частности, определен класс 
локализованных граничных режимов и получены условия обра­
зования специфических газодинамических структур. 

Начинает осуществляться программа исследования под этим 
углом зрения сжимаемых сред с учетом теплопроводности и 
других физических эффектов, для которых режимы с обостре­
нием в разделяющихся переменных (гл. 2) изучены сравнитель­
но полным образом. Например, указаны достаточно широкие 
классы уравнений состояния среды, моделей процессов тепло­
проводности и тепловыделения в ней, допускающие решения 
вида (4) (гл. 1). 

Установленные при изучении различных моделей сплошных. 
сред свойства режимов с обострением важны для разнообраз­
ных приложений, что обуславливает необходимость их дальней­
шего подробного исследования и математического обоснования.. 
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• Глава! 

ГРАНИЧНЫЕ РЕЖИМЫ С ОБОСТРЕНИЕМ 
В ГАЗОВОЙ ДИНАМИКЕ 

§ 1. Эффекты локализации и образования структур 
при сжатии газа в режиме с обострением 

1.1. Формулировка задачи, методический подход и термино­
логия. Естественная математическая формулировка задачи о 
граничных режимах с обострением в газовой динамике — опре­
деление течений газа, возникающих под действием поршня (гра­
ницы вещества), величины на котором неограниченно нарастают 
за конечное время. В этом заключается отличие исследуемых 
течений от известных в газовой динамике режимов с обостре­
нием, порождаемых, например, геометрическими факторами 
(кумуляция) [16, 62], а также от течений, возбуждаемых порш­
нем, величины на котором изменяются в «обычном» режиме 
[124, 138, 40, 87, 86, 27]. ' 

Известен ряд решений задачи о поршне, сжимающем изо-
энтропический политропиый газ в режиме с обострением, обсуж­
давшихся в связи с поиском способов сверхсжатия газа для 
достижения экстремальных физических условий [137, 133]. В дан­
ных решениях «градиентной катастрофы» и образования удар­
ных волн не происходит — энтропия газа не повышается при 
любых степенях сжатия. В силу этого они описывают оптималь­
ный (по затратам энергии для достижения заданной плотности) 
процесс. 

В [128] определена траектория плоского поршня, сжимающе­
го первоначально однородный .и покоящийся газ, обеспечиваю­
щая пересечение всех характеристик и поршня одновременно в 
одной точке (момент пересечения — момент обострения t=ts). 
Давление на поршне изменяется по закону 

J3(o,t)=p'>t?v/(v+1)(t/-ir2v/(v+1). o<t<tf (l) 
(где р° — давление покоящегося газа, у — показатель адиаба­
ты), так что р(0, t)-*oo, t-^-tj. При t-*-tf давление, плотность и 
скорость неограниченно нарастают — имеет место изоэнтропиче-
ское сверхсжатие конечной массы газа. Данное решение, в сущ­
ности — волна Рнмана с присоединенными к ней поршнем, 
с заданным в соответствии с (1) давлением. 

Аналогичные центрированные волны изоэнтропического 
•сверхсжатия газа в цилиндрической и сферической геометрии 
построены в [136, 80—82, 59, 60]. 

Изоэнтропическое сверхсжатие изучалось также с помощью 
построения решений уравнения газовой динамики в разделяю­
щихся (временной и массовой) переменных [135]. Например, 
в [70] использовалось явное решение 
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p(x,t)^A{tf-t)"sxiyl{y+'\ t<ir (2) 
где x > 0 — массовая кордината, n s = — 2 y ( N + 1 ) / [ 2 + ( N + l ) X' 
X (v—1)], N = 0, 1, 2, — показатель симметрии, константа A 
определяется из краевых условий. 

Описанные решения при t-*-tit т. е. на асимптотической ста­
дии, имеют один и тот же режим с обострением для давления 
на поршне 

p(xp,t) = po(tf-t)ns, t<tf, (3) 
обеспечивающий изоэнтропическое сверхсжатие конечной мас­
сы газа. При фиксированном типе симметрии решения в харак­
теристиках и в разделяющихся переменных отличаются лишь 
деталями краевых условий. В частности, закон для давления 
на поршне (1) совпадает с формулой (2) при Лг = 0 и х—хр> 
xt — координата поршня. 

Отметим, что подход, использующий разделение переменных, 
переносится на случай присутствия в среде большого числа 
разнообразных физических процессов (гл. 2). На его основе 
были найдены [65—70] безударные (оптимальные) режимы 
сверхсжатия для различных задач физики плазмы одновремен­
но и независимо от известного проекта [137, 112] '>. 

В гл. 1 изучаются общие свойства граничных режимов с 
обострением в газовой динамике. Ставятся следующие вопросы: 
какова классификация течений, возникающих под действием 
поршня; существуют ли в рассматриваемых процессах «анало­
ги» эффектов локализации тепла, горения и образования струк­
тур (возникающих при развитии режимов с обострением в 
несжимаемых теплопроводных средах [119, 117]), и в каком 'смыс­
ле понимаются эти эффекты применительно к газовой динами­
ке; реализуются ли более общие (неизоэнтропические) режимы 
безударного сверхсжатия газа и как зависит характер сжатия 
от распределения энтропии в веществе? 

Поскольку выясняются принципиальные вопросы, то основ­
ное внимание уделено одномерным течениям идеального, со­
вершенного политропного газа, возбуждаемых плоским (в не­
которых случаях сферическим или цилиндрическим) поршнем. 
Давление (или скорость) на поршне растут в режиме с обост­
рением. 

Уравнения газовой динамики в отличие от, например, пара­
болических уравнений, в общем случае не имеют завершенного 
математического обоснования [126, 128, 114]. Поэтому для вы­
яснения поставленных вопросов используется полуэвристический 
подход. 

Его сущность состоит в следующем. Строятся и исследуются 
классы частных,. например, инвариантных решений с обостре-

•> Не-претендуя на полноту, отметим ряд работ,, посвященных этой про­
блеме [24, 20, 23, 9, 59, 112, 113, 22, 4, 129]. ,. 
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нием. В дальнейшем они используются для определения прост­
ранственно-временных «границ» между классами общих тече­
ний. Фактически, предполагается, что изучаемые течения 
непрерывным образом зависят от краевых условий. Эта естест­
венная гипотеза проверяется и подтверждается прямым числен­
ным моделированием соответствующих задач по методикам 
[111]. Такой подход позволяет получить достаточно полную 
картину качественных свойств граничных режимов с обостре­
нием в газовой динамике и их количественные характеристики. 

В качестве иллюстрации методического подхода и исполь­
зуемой терминологии, рассмотрим следующую задачу. Для 
уравнения Хопфа 

| + . А о й - | - = 0 , Л - = Const > 0, о > 0 , (4) 

изучается первая краевая задача в Q r
+ = (to, T)XR+i с усло­

виями 
u(t0,x)=uo(x)^0, xeR+\ sup «0<{infty}, (5) 
u(t, 0)=ul(t)^0, to<t<T<oo, (6) 

причем граничная функция изменяется в режиме е обострением 
Ui(t)-*-oo, .{to}"-, t = T — момент обострения. (7) 

Уравнение (4), в частности, описывает газодинамические тече­
ния типа простых волн (в этом случае здесь t — время, х — мас­
совая лагранжева координата, а = (Y + 1)/27> и —давление, Ло — 
== (Яо"тЧ)1/2> (ttlaQ)lly — плотность, (yaiT1/V'v+1),'v)1/2 — лагранжева 
скорость звука) и часто используется при моделировании урав­
нений газовой динамики (отметим, что решения, соответствую­
щие (1) и (2), являются простыми волнами). В то же время, для 
уравнения (4) (и более общих квазилинейных уравнений пер­
вого порядка) полностью доказана корректность соответствую­
щих задач [114] (существование и единственность обобщенного 
решения, теоремы сравнения решений по краевым усло­
виям и т. д.). 

В газодинамической интерпретации задача (4) — (7)" соответ­
ствует сжатию газа поршнем, давление на котором неограни­
ченно нарастает при /{to}T_. 

По аналогии с граничными режимами с обострением в за­
дачах иелинейной теплопроводности [118, 77], введем следующее 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что в задаче (4) — (7) 
имеет место локализация возмущений, если найдется такая по­
стоянная L<oo, что 

u(t, x) {le}M =-const <{infty}, x>L, t0{le}t<^ 

Минимально возможную величину L назовем глубиной локали­
зации L*. 
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Из теорем сравнения следует, что могут существовать ЛИШЬ 
три возможности: 

1) L*>0. Это означает, что u(t, х)~>-{infty}, 0 < x < L * , f—vT—, 
т. е- решение неограниченно возрастает в области конечных раз­
меров, оставаясь ограниченным при x>L* (S-режим, исполь­
зуется терминология, аналогичная [118, 77]), 

2) L*='0- Решение обращается в бесконечность при t-*-T~ 
лишь в граничной точке x = 0 (LS-реоким), существует предель­
ная кривая, мажорирующая решение при всех x > 0 , £{le}7\ 

3) При t-*~T-, u(t, A,){to}oo для всех х>0. В этом случае будем 
говорить, что локализация отсутствует (НS-режим). 

Задача (4) — (7) в частном случае ui(t)=u0(T—t)n, n<0, 
и при соответствующих начальных данных имеет автомодельные 
решения, отвечающие S-, LS- и ЯЯ-режимам при п = — 1/ст, 
п>—1/а, n<—lja соответственно (причем при п^—1/сг реше­
ние непрерывно, а при п<—1/ог — содержит разрыв). Анализ 
их свойств и теоремы сравнения дают следующую классифика­
цию неограниченных обобщенных решений уравнения Хопфа 
(подробности содержатся в [8]): 

1) Пусть в задаче (4) —(7) Ui(t)<u0(T — t)~lla, t<T. Тогда 
имеет место локализация, причем 1'*<А0и^. Если же дополни­
тельно известно, что ul(t)>u0(T — t)~llC!,t<.T, UQ<UQ, TO 
AOUQ <• L* <£ AQUQ (реализуется S-режим). 

2) Если щУ)<щ(Т — 1)п, я > —1/0, t<T, то L * = 0 , 
и{Т~, x)<0[x"ni+nq)], х>0 (имеет место LS-режим и суще-
•ствует предельная кривая). 

3) Если ul(t)^u0(T—t)ri, n<—l/c, t<T, то при t-+T~, 
•ti(t, x)^Uo(T—£)n{to}oo, т, е. локализация отсутствует — //S-ре­
жим (причем в решении с необходимостью формируется разрыв 
•с неограниченной при t-+T~ амплитудой), 

—" В зависимости от скорости роста граничного условия («бы.-
•стрые» и медленные» законы (7)) в задаче (4) — (7) реали­
зуются различные по своим свойствам режимы распространения 
возмущений, «границы» между ними и детальные оценки для 
решений [8] даются автомодельными решениями (аналогичные 
выводы получены для процесса теплопроводности [118,31, 
.32, 77]). 

Из теории размерности [126], групповых свойств дифферен­
циальных уравнений [109, 78, 21] и других соображений [128, 41, 
127] известно, что уравнения газовой динамики в массовых 
координатах в случае политропного газа могут допускать сле­
дующие частные решения: 

1) ul{x,t)^fl{Dt-x), 

2) ut(x,t) = ALtnifl(x!Bli'»), 
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3) щ{х, t) = Ai&rtltfl{x/Bi^t), 

5) ni(x,0=q?iWMx){cdot} 
Случаи 1—5 исчерпывают все известные частные решения урав­
нения газовой динамики. 

Очевидно, что решения 1, 3 не могут описывать граничные 
режимы с обострением (поскольку необходимо, чтобы в точке 
поршня х=0 величины неограниченно росли при .?{to}//<oo). 
Остаются случаи 2 — степенная автомодельность, 4 — экспо­
ненциальная автомодельность и решения 5 в разделяющихся 
переменных. Случаи 2 и 4 подробно изучаются в § 1 (причем, 
как оказывается, основное внимание должно быть уделено сте­
пенной автомодельное™), случай 5 — в § 2. Для решений 2, 4 
в области непрерывного течения заранее известен (как и для 
решений 1, 3) вид интеграла адиабатичности — степенное и 
экспоненциальное распределение по координате х соответст­
венно. Для решений 5 энтропийная функция произвольна. 

После этих предварительных замечаний поставим основную 
задачу § 1. 

Рассматриваются одномерные плоские течения идеального 
газа, описываемые системой уравнений 

д ( 1 \ да да др д , _,,ч п /Q-. 

где р , р, и — давление , плотность и скорость вещества , х ^ О ••— 
массовая координата . 

'Вещество сжимается расположенным в точке x = 0 поршнем, 
д а в л е н и е на котором изменяется в режиме с обострением 

p(0,t)^-oo, t-+tf, t(^.t<tt<oo. (9) 
Начальные параметры газа — ограниченные функции 

\и(х, t0) | < М Ь р{х, toXMj, 0<vtf3{le}p(x, t0)^Mt, x^O. (16). 
Аналогично предыдущему введем 

О п р е д е л е н и е : В задаче (8) — (10) имеет место локали­
зация, если при t-*-tf величины обращаются в бесконечность 
лишь в ограниченной области {области, локализации),, т. е. 
либо в области конечных размеров — S-режим, либо в точке 
х—0—LS-режим. Если же параметры газа при t-*~tf неограни­
ченно растут для всех x > 0 , то локализация отсутствует (HS-
режим, действие поршня со временем сказывается в любой точ­
ке среды). 

Заметим, что, поскольку в 5- и LS-режимах вне области ло­
кализации параметры конечны при всех to{le}--{le}fy, TO область 
влияния граничного условия, в отличие от ЯЗ-режимов, равно­
мерно ограничена по времени вплоть до момента t=tf. 
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Локализация означает, что существует возможность неогра­
ниченно концентрировать энергию в конечных участках веще­
ства, не затрагивая остальную ее часть. В п. п. 2, 3 определены 
условия существования или отсутствия локализации течений,. 
описываемых задачей (8) — (10). 

1.2. Автомодельные режимы сжатия с обострением. Первый 
шаг в изучении задачи (8) — (10) —построение и анализ широ­
кого класса ее автомодельных решений [6, 7, 103, 52, 53], ко­
торые могут существовать при специальных краевых условиях. 

Для степенной автомодельности давление на поршне —сте­
пенная функция времени 

p(0, t) =p0(tt—t)n, n<0, to^t^t,. ( l l ) 
Газ в начальном состоянии •— холодный и покоящийся — 

р(х, t0)=u(x, t-)—-0, x > 0 . (12) 
Вся энергия, содержащаяся в веществе при t>t0, сообщается 
ему поршнем, что удобно для целей данного рассмотрения. 

В области непрерывности течения интеграл адиа6этичности 
имеет вид 

р{х, t)-— a 0 x V ( x , t), а 0 > 0 , (13> 
где а0, 6 — параметры, характеризующие распределение энтро­
пии. 

По теории размерности [126] параметры ра, а0 полностью 
определяют автомодельность- Поэтому необходимо исключить 
«лишние» размерные параметры ИЗ условий (11), (12), т. е. 
положить «начало» сжатия t0 =—oo и рассматривать процесс 
при —oo{le}/<ty. 

Первая граница пришедшего в движение газа (фронт вол­
ны)— граница с невозмущенным (см. (12)) веществом, на 
которой выполнено 

p(x+(t),i)^u(x+(t),t) = 0, t<tf. (14} 

Здесь x<--(af)<oo — координата фронта, причем p(x~(i),t) = 
\=p(x+(t),t), u(x-(t),t)=u(x+(t),t) для непрерывных течений. 
Если же течение разрывно и в точке х 0(t) находится ударная 
волна, то величины справа и слева подчиняются • условиям Гю-
гонио (в этом случае справа от разрыва плотность газа для. 
простоты считается постоянной p(x,t).= p°, x>x<x,(t), t<.tf). 

Решение задачи (11)—(14) представляется в виде 
p(x,t)^p0(tf-trn(l), p(x,t)~pQ(tf-tyg(i), 

u(x,t)-u0(tf-tyv(t), k - ( ( 2 - 6 ) n — 26)/(2y+8), 

f - ( ( Y - l + 6 ) * + 6)/(2Y + 6), «о-(Р<Г1+Ч)1/ (ВД, 
Pa—(po-4-2)1/(2v+6). 



Здесь л (I), g(l), v (§) — безразмерные функции автомодельной 
.координаты 

\ = x,Wf-tn> " " ( Т +
2 ! , ) : Г Т ' ^-(РГ-1а-)1/(2У+бМ16) 

Задача (11) — (14) переходит в следующую задачу для авто­
модельных функций 
•m&g-' + g--- — Ag, eg-gV-.g' + OTg-- - t o —6gv|---., я — g V . 

я(0)-=1, я (Ы = ^ Ы = 0. 6 Ф < О О , - ) 

причем г)(0)<оо, что обеспечивает ограниченность скорости 
поршня при всех —{infty}{le}t<fy. 

Система (17) инварианта относительно преобразования рас­
тяжения и заменой переменных 

•l — lrU, g ® = !^-7(T]) , fl(5)-S'*+rV(n), я ^ - ^ Р О ! ) 
понижается до уравнения первого порядка 

dV/dG = Avlb0, 
P = G\ dl / /d^ = AWA, dG/dii--=AG, A = m-~-yGv+1, (18) 

д0_ .Й±«о-+'_^.0_г 1-О!. 
V + 1 Y + l 

Уравнение (18) с соответствующими краевыми условиями 
анализируется стандартными методиками [131], с ПОМОЩЬЮ ко­
торых устанавливается существование решений и их единствен­
ность. 

Свойства течений зависят от соотношения между показа­
телем адиабаты и показателем скорости роста давления на 
поршне (параметр п)\ 

1) 5-режим (n = ns •== -2у/("\ '+ 1), m = 0, что соответствует 
'(см. (16)) разделению переменных х и t) [6,52]. Решение сущест­
вует при б > - - у (при б < - у из-за особенности энтропии усло­
вия на поршне не выполняются), оно единственно, непрерывно и 
имеет неподвижный конечный фронт ХФ = ХФ(8, у, OQ, р0). Не 
изменяется со временем и аффективный размер волны сжатия 
(полуширина), т. е. координата точки, в которой р(хэ$>. (0> t) — 

=4p(o.-). 
Течение реализуется в виде остановившейся волны 

•сжатия, локализованной в области x<x<D, где пара­
метры газа неограниченно растут при t->tf (рис. 1). 
При х > хф расположен неподвижный холодный газ (при х > х Ф 
решение продолжается стационарным решением системы (8): 
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p(x,t) 

p-= ii=0, p-p{x) 

Хф = --.»(Ро..<-0»*»6> 

Рис, 1, Остановившаяся волна сжа­
тия, Крестиками отмечена полушири­

на, U<t2<h<tA<tf i 
Рис. 2. Волна сжатия с сокращаю­
щимися эффективными размерами. 
Пунктирной линией выделена пре­

дельная кривая, ti<t2<t3<tf 

р(х, t) = u(x, t) = 0, р(x, t) — р(x); x>x<--, t<.tf), действие 
поршня на который не сказывается в течение всего процесса 
сжатия. Примером служит явное решение для изоэнтропического 
(б--= 0, простая волна) случая 

Р (х, t) -
1у 2у 

О, x > x d , — (ypv+ia-i)i/2Y. V*) 

2) LS-режим (n>ns, m > 0 [6, 103, 104, 53]). Решение суще­
ствует при б>—у, единственно и непрерывно при всех х5-0, 
t<tf. Фронт волны сжатия находится в точке лф(^)-=с», t<tf, 
что согласуется с (16) (при л;ф(1/)<оо возмущенная область 
сокращалась бы с течением времени). 

Реализуется волна сжатия с сокращающимися эффективны­
ми размерами 

Л-эФ.(0-=ЕэФ.-л0(-7 — <)т->0, t-+tf, (20) 
где ЕэФ. — ЕэФ. (n> */i S) такова, что я(£эФ.) = 1/2. По аналогичному 
закону сокращается координата любой выделенной точки, в ча­
стности, «звуковой точки», в которой массовая скорость звука 
равна скорости распространения фиксированного автомодель­
ного состояния. Между поршнем (фронтом) и «звуковой точ­
кой» течение «дозвуковое» («сверхзвуковое») соответственно 
(в предыдущем случае «звуковая точка» расположена на фрон­
те волны). Энергия, сообщаемая газу, концентрируется в умень-
щающейся области вблизи границы. Локализация в LS-режиме 
означает (см. определение на стр. 14), что существуют предель­
ные кривые, равномерно ограничивающие при t{to}fy рост газо­
динамических функций для всех x>0 (рис. 2). Например, для 
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давления справедливо 
п_ га—1 

р{х, f)=*Cxx* + C 2 x - ( t , — O + . - . i -{to}*/, x > 0 , (21) 
С1 —С1 (/г, у. fi)>0, C2 = C2(n, у, 6 )<0 . 

Любое состояние с фиксированными параметрами не прони­
кает далее определенной массы газа. Давление вещества и дру­
гие величины при t-*-tf обращаются в бесконечность лишь на 
поршне. 

К моменту времени. ti<3(—оо, tf) в тазе содержится при. 
п<.п,— —2(7+б)/(Зу—1+26)—конечная, а при п^п, — бес­
конечная энергия, которая сосредоточена в окрестности фронта 
волны. После момента t\ при t-*-tf в газ поступает либо конеч­
ная (п>п*), либо бесконечная (n{le}n„) энергия, концентри­
рующаяся у границы. В изоэнтропическом случае (6=0, про­
стая волна) существует аналитическое решение 

^-=-(а+1//1_яа; o==(y+l)/2y. 

З а м е ч а н и е . В случаях 1), 2) решения непрерывны при 
всех x{le}x<t., t<tj. Отсюда и из (12), (13) следует, что плотность 
сжимаемого газа р(х, /){to}0, t-*-tQ=—оо, т. е. радиус поршня 
/-(О, t)-y—оо, t-i-to. В этом заключается одно из методических 
отличии данной постановки от известных автомодельных задач; 
газовой динамики, в начальных данных которых содержится 
символ плотности [126, 62]. Отметим также, что режимы 1), 2) 
«обратимы» во времени. При смене знака скорости они описы­
вают автомодельное расширение (конечной или бесконечной} 
массы газа, выталкивающей поршень. Пространственные про­
фили величин при этом воспроизводятся в «обратном» по от­
ношению к процессам сжатия порядке. «Обращение времени» 
в автомодельных режимах сжатия при учете диссипативиых 
процессов рассматривается в главе 2. 

3) Я5-режим (п<пв, т<0) [105]. Решение существует при 
п < — 2 , -5 = 2/(n+2), единственно и имеет конечный фронт, на 
котором находится ударная волна. Координата ударной волны 
и полуширина неограниченно растут: 

X4,(t) = ^-XQ-{tf—t)m-+ со, t-+tf\ 

ХЭФ.(0 —?9*. .x0 .(t / — 0 т - > - » . t - > t / . 
Движение охватывает всю массу лежащего перед поршнем 

газа (рис 3). В любой точке л*<оо параметры стремятся к 
бесконечности при t-^-tp Например (см. (15), (16)), 

р{Х*, t)=Po(tf~t)*a(l(x*, t))^pu(tf-t)^oo, t-^tf. 
Тем самым, при n < n s локализация отсутствует. В этом смысле 
течение аналогично режимам сжатия газа поршнем без обостре­
ния [124, 138, 40, 87, 85]. Однако в ЯЯ-режиме движение ох-
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P(*,t) .pt.1,-) 

Рис. З. Динамика давления в авто- Рис. 4. Автомодельная структура 
модельном #5-режиме, t\<t%<U<L плотности LS-режима. ti<h<.ts<t*<. / 

<h<t, ^ <t, 

ватывает всю среду не при i?{to}oo, а за конечное время. Течение 
при n < n s — режим сверхбыстрого сжатия вещества. 

З а м е ч а н и е . Для п < « - близкие по свойствам течения 
реализуются и в том случае, если плотность газа перед волной 
переменна: p{x,i)=p°xa-, х>х ф ( t ) , t<tf [105]. 

Принадлежность автомодельных течений к S-, LS- или HS-
режиму определяется параметрами п, у и не зависит от рас­
пределения энтропии в газе (параметр б), которое существен­
ным образом влияет на пространственное поведение таких 
важных величин, как плотность и температура. 

Сжатие (нагрев) некоторого участка вещества зависят (см. 
(13)) от его энтропии и давления в нем. Поэтому даже при 
монотонном изменении давления (в режимах 1—3 давление и 
скорость монотонно уменьшаются от поршня к фронту) от­
дельные участки вещества могут сжиматься (нагреваться) 
сильнее, чем соседние. При п^пв в волнах сжатия существуют 
(единственные) экстремумы ПЛОТНОСТИ (б<0) ИЛИ температуры 
(6>0) . В изоэнтропическом случае все величины в волне сжа­
тия монотонны. 

В силу свойств S- и LS-режимов экстремумы локализова­
ны— в 5-режиме они связаны с фиксированными .частицами 
газа (неподвижны по массе) и имеют постоянные характерные 
размеры, s LS-режиме их координата и полуширина сокра­
щаются по закону, аналогичному (20) (рис. 4). 

Локализованные экстремумы величин представляют собой 
структуры (в данном случае, газодинамические структуры) — 
устойчивые неоднородности, имеющие пространственно-времен­
ную упорядоченность и способствующие усложнению организа­
ции процесса [93, 97, 11, 132, 39] (в данном случае, процесса 
сжатия). Свойства газодинамических структур (постоянство или 
сокращение размеров) и причина образования (эффект лока-
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лизации) объединяют их с нестационарными тепловыми струк­
турами '[119, 117, 58]. В § 2 рассматриваются сложные газоди­
намические структуры. 

Установленные свойства S- и LS-режимов (безударное сжа­
тие, локализация, образование структур, «обратимость») прин­
ципиально отличают их от режимов сжатия газа без обостре­
ния [87, 86, 40, 41, 126]. 

Численный расчет задачи (11) — (14) показывает, что авто­
модельные решения устойчиво воспроизводятся при росте дав­
ления на несколько порядков величины, несмотря на некоторые 
искажения краевых условий (в численном расчете невозможно 
точно воспроизвести имеющиеся в точке х=0 особенности плот­
ности и температуры). 

Замечание . Если вместо (11) на поршне задано изменение 
скорости в режиме с обострением и (0, £)-=«- {tf — t)1, i < 0 , то 
обе задачи эквивалентны (их решения получаются друг из друга 
простой перенормировкой [104]). При 1 = ts = — — + , />/s> 
К. Is реализуются S-, LS- и HS-режимы сжатия соответственно. 
Отметим, что анализ экспоненциальной автомодельности (решения 
4 в таблице п. 1) не дает существенно новой информации 
о свойствах граничных режимов с обострением. 

1.3. Классификация граничных режимов с обострением и 
способы возбуждения структур. Опираясь на результаты авто­
модельного анализа и численное моделирование, дадим клас­
сификацию режимов сжатия в задаче (8) — (10) в общем (неав-
томодельном) случае [50]. Вначале рассмотрим наиболее ти­
пичный класс начальных данных — однородный покоящийся газ 
(t0=0 без ограничения общности) 

jt;(x,0) = p - > 0 , p(x,0) = p- = (p~V)1/Y, K ( x , 0 ) - 0 , x > 0 . (22) 

1) Действие граничных законов вида 
p(0,t)<Po(tf-t)ns, n- = -2y/(y + 1), t<tf, (23) 

т. е. мажорируемых законом автомодельного 5-режима, при­
водит к локализации газодинамического движения на конечной 
массе газа. Размер области локализации Хф и давление в ней 
оцениваются сверху с помощью решения (19) для изоэнтропи-
ческого случая, константа а0 в котором определяется либо из 
начальных данных (непрерывные течения), либо оценивается 
через параметры прошедшей по газу ударной волны (см. п. 4). 

Если граничный закон автомоделей (знак равенства в (23)), 
то имеет место «выход» на автомодельный 5-режим сжатия, 
который происходит следующим образом. 

Пусть р(0, 0 ) = р ( л , 0 )=р° , т. е. начальное давление на 
поршне равно давлению газа (в этом случае ударной волны 
не возникает). Вначале полуширина волны сжатия увеличивает-
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ся. Затем, при приближении фронта волны сжатия к границе 
области локализации х=хф (см. (19)), полуширина стабилизи­
руется. С этого момента течение хорошо описывается решением 
(19), фронт волны при всех t<tf не проникает далее глубины 
локализации. 

Если же р(0, 0 )>p (x , 0)-—р°, т. е. начальное давление на 
поршне больше давления среды, то у поршня происходит рас­
пад разрыва и по газу проходит ударная волна, изменяющая 
его параметры. Тем не менее, при достаточном росте давления 
на поршне, воспроизводятся основные свойства автомодельного 
5-режима. Ударная волна в течение всего процесса движется 
с мало изменяющейся скоростью (из-за эффекта локализации 
контакт между поршнем и разрывом практически теряется при 
удалении ударной волны от поршня). За ее фронтом сжатие 
происходит адиабатически (без возникновения новых разрывов) 
и «выходит» на асимптотики автомодельного 5-режима. 

При t-*-tf ударная волна фактически «вырождается» в сла­
бый разрыв, поскольку (почти постоянное) давление за ней все 
время уменьшается по сравнению с давлением, создаваемым 
поршнем. Ее наличие изменяет лишь глубину локализации 
(см, п. 4). Пример численного расчета S-режима при наличии 
скачка давления на поршне приведен на рис. 5. 

p(x,t) 

100 

50 
" l i • • • — — • — -— 

0 1 х • 

Рис. 5. «Выход» на автомодельный S-режим при на- ? 
личии ударной волны. Пунктирной линией отмечена 
траектория полуширины. Параметры: у = 5/3, р — 
= а 0=1. , р-/р°=50, <о—0, tf = l, .-.1 = 0.63, <2=0.92, 

..--=0.991, ^ = 0.998 

В случае когда закон (23) не является в точности авто­
модельным, но близок к нему (например, pol(tf — t)ns<p{0, t)< 
<Ро, (-7--- -О"5)» то в среднем реализуется S-режим сжатия 
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со всеми его свойствами. Решение ограничено сверху и снизу 
соответствующими автомодельными решениями, а для глубины 
локализации справедлива оценка хф1 < хФ < хФг (численный при­
мер приведен на рис. 6). 

Г,5Х 

Рис. 6. Влияние отклонений граничного закона на установление автомодель­
ного S-режима. Параметры: -" = 5/3, P (0, t) = (\+0.2 sin (ll(tf — t)))X 

2V 
#0 = 0, tx = 0.8, * , - 0 . 8 7 , !f3 —0.91, f4 -0 .98 , 

<"-=-0.991 
X(tf-t) 7+1 1, t r 

2) Если для (23) выполняется 
p(0,t)<p0{tf-t)n, ns<fi<0, t<t f (24) 

т. е. давление на поршне нарастает не быстрее, чем в случае 
автомодельного LS-режима, то предыдущие выводы существен­
но уточняются — реализуется LS-режим сжатия. 

На начальной стадии полуширина волны сжатия увеличи­
вается. При подходе ее фронта к глубине локализации полуши­
рина останавливается, а затем начинает сокращаться (в течение 
всего процесса движение не проникает за глубину локализации). 

Глубина локализации в случае (24) определяется из того 
факта, что для любого закона (24) найдется мажорирующий его 
граничный закон, отвечающий автомодельному 5-режиму, т. е. 
p(0, t)-Kpos-{tf — t)"s, t<tf. Минимальная константа pos, оче­
видно, находится из условия 

Решение в случае (24) мажорируется решением (19), в кото­
ром константа po — pas и для глубины локализации справедлива 
оценка (с учетом сделанных выше замечаний о константе а0) 

2V 

• .**<(Y^ + 1 V) 1 / 2 V ^ + 1 -+я 
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В случае 2) рост газодинамических параметров в среде огра­
ничен предельными кривыми автомодельного L-S-режима. Отме­
тим, что характерный для автомодельного решения «бесконеч­
ный» фронт волны, естественно, не реализуется, поскольку 
процесс начат в момент to>—°°.. 

Если закон (24) — степенной, то на развитой стадии процес­
са течение «выходит» на автомодельные асимптотики (за исклю­
чением окрестности фронта волны). Пример расчета приведен 
на рис- 7 (как и в предыдущем случае, наличие ударной волны 
принципиально не сказывается на свойствах течения). 

Рис. 8 

1U Рис- 7. Установление автомодельного LS-режима- Параметры: Y — 5/З , •"••— 
-=-0-5 , р — а 0 — 1 . Ро=60, */•=•. 1, t0=0, .#1 = 0.126, .••—0.75, г.а —0.95, U— 

= 0-975 
Рис- 8. ЯЯ-режим сжатия. Параметры: -у-=Б/3, p(0,t)=p0exp(ll(tf—t)~l), /J 

p0=pi>=-a o=-i, tf = i, 4 = 0 , fi = 0-792, fc-= 0.828, 4=0-846, гч=-0.858 

3) В случае, когда скорость нарастания давления на поршне 
не меньше, чем для некоторого автомодельного //S-режима 

p{Ott)^po(tf-t)\n<n.,t<ttt (26) 
'сжатие происходит в Я5-режиме (локализация отсутствует). 

Движение распространяется на всю массу газа, лежащую перед 
поршнем. Все параметры при t-*-t} неограниченно растут в лю­
бой точке среды. Полуширина и фронт волны уходят на беско­
нечность (на фронте с необходимостью формируется ударная 
волна с неограниченной при t-*-tf амплитудой). 

Пример расчета для экспоненциального (неавтомодельного) 
закона обострения на поршне приведен на рис. 8. Если гранич­
ный закон—степенной, то, как и в предыдущих случаях, в те­
чении устанавливаются автомодельные закономерности. 

Таким образом, автомодельные решения п. 2 дают возмож­
ность провести классификацию граничных режимов с обостре­
нием в одно-параметрическом семействе функций. То обстоя­
тельство, что начальные данные (22) соответствуют однородно-
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М*А) 

fifa.t) 

Рис. 9 Ри с . 10 

Рис 9- Возбуждение структуры плотности в ^-режиме. Параметры: Y = 5/3, ; 

а 0 = - - 1 , ро/р0=50, H,= l, f0-=0, /1---O.6I, *2=0.915. *,-=0.974, <4=0-992 

Рис. 10. Возбуждение структуры плотности в LS-режиме. Траектория макси­
мума отмечена пунктиром. Параметры те же, что на рис. 7 

му газу, не имеет принципиального значения. Из физических 
соображений, подтверждаемых расчетами, следует, что резуль­
таты остаются в силе и при произвольных начальных дан­
ных (10). 

Действительно, например, в S-режиме энергия, сообщаемая 
газу поршнем, неограниченно возрастает при £{to}t/, начальные 
условия на развитой стадии «забываются», характер процесса 
определяется лишь видом граничного закона. То же самое спра­
ведливо для LS- и #5-режимов. 

В то же время, начальное состояние газа влияет, например, 
на распределение энтропии, устанавливающееся в нем, которое, 
в свою очередь, определяет глубину локализации и возможность 
образования газодинамических структур. 

Последние могут быть заданы сразу в начальных условиях 
(в соответствии с автомодельными решениями), что заметно 
сужает класс рассматриваемых течений. Лишенный указанного 
недостатка прием «возбуждения» структур (в том числе при 
однородных начальных данных и монотонном режиме на грани­
це) связан с созданием на начальной стадии сжатия неоднород­
ного распределения энтропии. 

На рис. 9 приведен расчет, иллюстрирующий возбуждение 
структуры плотности S-режима. Начальные данные — однород­
ный газ, граничный закон соответствует автомодельному 5-ре-
жиму. Неизоэнтропичность создается за счет рассогласования 
начального давления на поршне и давления в газе (р (О, О) •= 
= 50-р(х, 0)). В результате от поршня отходит ударная волна, 
двигающаяся с переменной (хотя и несильно изменяющейся) 
скоростью, создающая распределение энтропии, близкое к (13) 
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с 6i-s—0,8<0. В дальнейшем образуется и поддерживается 
максимум плотности с характерными свойствами структуры 
5-режима — ее размер постоянен, максимум связан с фиксиро­
ванной массой газа. Аналогично возбуждается структура плот­
ности (рис. 10) в LS-режиме (граничный закон автомоделей), 
ее максимум со временем приближается к поршню. На рис. 11 

T(x,t) 

0 20 30 1-0 50 i 

Рис. П . Образование структуры температуры в S-режиме. Параметры: 

v = 5/3, .5- = л , - 1 , р(0, 0 - J Я 2v ^0 = 0-
{(1.-05 . «s = - - - r r . tk<t<tf, 

tf=\, 4. = 0.7, 4 = 0.6, 4 = 0.938, 4 = 0.987, 4 = 0.9947, 4 = 0.9979 

приведен пример образования структуры температуры. В отли­
чие от предыдущего, ударная волна создается за счет того, что 
граничный закон на начальной стадии соответствует Я5-режиму 
(а в дальнейшем — 5-режиму).. 

З а м е ч а н и е . Если на поршне задано изменение скорости 
в режиме с обострением, то полученная классификация остает-
ся в силе (случаям 1), 2), 3) отвечают неравенства 

u(0,t)<Uo(tf-t)'s, / S = — 1 ^ } - ; 

a(0,t)<u0(tf—ty, l>ls\ 
u(0,t)>tto(tf—t)1, Kh, t<tf 

соответственно). 
1.4. Количественные условия проявления эффекта локализа­

ции. Для выяснения конкретных количественных условий про­
явления эффекта локализации рассмотрим действие степенных 
режимов (11) при ri^tis на однородный покоящийся газ (22) [50]. 



Вводя величины 
v+i 

T=t/tf, x = x/x0. *о=(</Ы?) V «o/v)1/2-
(26) 

p=p!(ptf), p = p / ( p W \ Ъ~и1((р0ф~41УУ12, 
запишем систему (8) и условия (11), (22) в безразмерном виде 

p(0,7)=-(l-Ty\ 0 < 7 < 1 , (27) 
р(х,0)^рЧ{рйф^ЦР, роф)-4^, й(х,0) = 0, x>0. 

TeM самым, решение исходной задачи зависит от трех безразмер­
ных параметров п, у, Р (Р — отношение давления на поршне 
к давлению газа в начальный момент). 

Основной интерес представляют безразмерные величины 
#i = Tm«.=-l—7y„. и R2 = p~{Q,7ycT.)lp(0,0) = R\. Величина 
ty-т. - момент установления S- или LS-режима, в течение времени 
-t-noic. «проявляется» эффект локализации (размер волны сжатия 
составляет не менее 9/10 от глубины локализации, ее полушири­
на постоянна или сокращается). Величина R2 показывает, во 
сколько раз ДОЛЖНО вырасти давление на поршне по сравнению 
с первоначальным для проявления эффекта локализации. 

Запись (27) и соотношения (26) показывают, что условия 
проявления локализации зависят от безразмерных величин. По­
этому изучаемые эффекты можно исследовать в различных ди­
апазонах времен, давлений, сжимаемых масс, выбирая наиболее 
удобные масштабы. В частности, изменяя полное время процес--1 

са сжатия, можно, в принципе, получить любую величину вре­
мени локализации ^Лок-=^бк.'/. 

Основным же безразмерным критерием проявления эффекта 
локализации является величина R2~Rz(n, У, F) , т. е. относи­
тельный рост давления на поршне. Расчеты, проведенные для 
широкого диапазона параметров п, у, Р, показывают, что вели­
чина R2(n. У, Р) = 10-4-50, а £Л0К составляет до 8% от всего 
времени процесса. 

Численное моделирование позволяет также проверить точ­
ность теоретической оценки влияния ударной волны, возникаю­
щей в случае Р > 1 из-за рассогласования начального давления 
на поршне и давления газа (напомним, что от ее амплитуды за­
висит размер области локализации). Как показывают численные 
расчеты, интенсивность ударной волны слабо изменяется в про­
цессе сжатия (см. рис. 5, 7, 10) и приблизительно равна P. 
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Следовательно, ударная волна оставляет за собой однородный 
фон «нового» давления, плотности и энтропии (вычисляемых по 
начальным данным и величине Р). Если пренебречь скоростью 
возникающего за ударной волной движения, то мы приходим к 
исходной задаче с начальным однородным покоящимся газом 
при P = i (без рассогласования и возникновения ударной вол­
ны). Тем самым, для оценок можно воспользоваться изоэнтро-
•пическим решением (19), взяв в нем вместо а0 величину 

ai — ao-P 

• ^ Ф , — xt-io 

(Y+1)—(T—1).P 
- ( V + l ) P + (7—1) 

и определить глубину локализации 
- ^ ( 7 + 1 ) Р _ ( Т _ 1 ) - 1 1 / -

(7+1)—(?—1)Я 

Таблица 1 

> - < | • 

1,4 

1,66 

2,0 

0,037 
46,1 

0,062 
32,2 

0,089 
25,1 

25 

0,031 
48,4 

0,052 
36,5 

0,079 
26,9 

50 

0,025 
53,4 

0,032 
48,2 

0,057 
29,3 

100 

0,02 
54,1 

0,029 
51,6 

0,056 
30,7 

3 

Таблица 2 

^ ^ • . . . ^ р 
У ^ ~ - - - ^ 

1,4 

1,66 

2,0 

1 

1,18 
1,21 

1,29 
1,38 

1,41 
1,6 

25 50 

14,49 
9,8 

13,00 
8,4 

12,25 
8,2 

20,4 
13,6 

18,3 
12,0 

17,32 
11,6 

100 

28,98 
18,6 

25,8 
17,0 

24,94 
16,1 
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что в приближении сильной волны дает 
;Y+1 W2 

ХФ^Х^Р^)11'. (28) 

В таблице 1 приведены значения критериев R\ (верхняя 
строка) и R2 (нижняя строка) для 5-режима при различных у, 
Р, в таблице 2 — размеры области локализации, полученные в 
расчете (верхняя строка) и по формуле (28) (нижняя строка), 
которая дает удовлетворительную мажорантную оценку для 
глубины локализации. 

§ 2. Теория адиабатического сверхсжатия газа 
при произвольном распределении энтропии 

2.1. Постановка основных задач. Как следует из полученной 
в § 1 классификации граничных режимов с обостреннием, при­
надлежность течения к S-, LS- или Я5-режиму определяется 
соотношением между скоростью изменения давления на поршне 
и показателем адиабаты и не зависит от того, как распреде­
лена энтропия в веществе. Распределение энтропии существен­
но влияет на пространственные характеристики течения (не-
изоэнтропичность приводит к возникновению структур плотно­
сти ИЛИ температуры в волнах сжатия). 

Исключительную возможность детально исследовать влия­
ние распределения энтропии на изучаемые эффекты [47, 48] 
дают решения уравнений газовой динамики в разделяющихся 
(массовой и временной) переменных (случай 5, стр. 14). Отве­
чающая им энтропийная функция произвольна, в то время как 
для остальных классов частных решений уравнений газовой 
динамики интеграл адиабатичности имеет специальный вид. На­
помним, что временные характеристики решений в разделяю­
щихся переменных соответствуют граничному 5-режиму, «раз­
деляющему» различные по своим свойствам LS- и Я-5-режимы 
сжатия. 

Пусть для одномерных уравнений газовой динамики 
д I • \ - д(Г"а) du _ rN дР дг __« д (PP~Y> П /OQV 
dt \ р / дх ' dt дх ' dt ' dt 
где г — эйлерова координата, N=0, 1, 2 — индекс геометрии, 
общее решение последнего уравнения (интеграл адиабатично­
сти) записано в виде 

рр-^ФЧ*). (30) 
Энтропийная функция (30) — произвольная суммируемая 

функция с конечным числом разрывов, отвечающих контактным 
разрывам — напомним, что исследуются течения без ударных 
волн. Решение уравнений (29) в разделяющихся переменных 
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х и t имеет вид 

p(x,t) = (tf-ffsn(x), rts=-2y(A4-l)/[Y+l+-V(y-l)l-

u(x,t)=a<>(tf—t)'l4i(x), nx=—^—n5, 

P(x,t)~(tf-t)nslyg(x), g(x)=nvy(x)4>-l(x), (31) 
r(x, t)^R0(ty-ty^R(x), R{x)=-v(x). 

З а м е ч а н и е . Временное поведение решений в разделяю­
щихся переменных (они относятся к классу течений с одно­
родной деформацией [108]) определяется, вообще говоря, квад­
ратурой [125, 135]. Для режимов 'Сжатия квадратура асимпто­
тически, т. е. при {̂to}.*/, дает степенной закон с обострением 
(который является частным решением при всех t<.tf). С уче­
том этого для простоты изложения (но без ограничения общно­
сти) будем рассматривать решения в виде (31). 

Как следует из (31), при t-t-tf давление, плотность и ско­
рость всех частиц газа неограниченно растут, их радиус стре­
мится к нулю. В частности, давление на поршне, сжимающем 
газ (от которого отсчитывается' масса), изменяется в режиме 
с обострением: 

р(0, t) = (tf-tfsn(Q)=p0(tf-t)"s. (32) 

Пространственное распределение величин (при соответствующем 
выборе иа и JRo) описывается уравнениями 

я~11У(х)-Ч>(х), t )(x)= - я ' ( л . ) , N - = 0 
л " = 0, v(x)=±(]2V(x)K-W(x)dxy2, i V = 1 (33) 

.-{л'(х))*п-ИУ(х)Ч>(х), V(X)= — 1IK'(X), N = 2. 
Из условия (32) получаем 

я(0)---р0, И 0 ) | < о о , (34) 
где (размерная) величина p0 определяет масштаб давления на 
поршне, скорость которого ограничена при всех t<z.y. 

Второе краевое условие для системы (33) рассматривается 
в некоторой точке х=Хф (которая может соответствовать гра­
нице области локализации, центру симметрии [48, 49, 51], гра­
нице схлопывающейся полости, линии раздела среды на две 
компоненты и т. д.): 

я (л:ф) — .п.0>0, v (.Хф) =• ̂ о > 0. (35) 
Например: 
А. я 0 =Ио=0 . (36), 
Давление, скорость и плотность вещества в точке х=хф об­

ращаются в нуль — при N = 0 имеет место эффект локализации 
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газодинамических процессов (см. также п. 1.2). 
. В. л 0 > 0 , w 0 -0 . (37> 

Газ прижимается поршнем к неподвижной стенке. 
C. я0=0, x0{ne}0. (38) 

В этом случае точка х=х ф—граница с вакуумом. Задача 
описывает либо процесс разлета в вакуум, либо (при N = 1 , 2) 
схлопывание внутренней полости под действием поршня (32). 

D. Яо=т--0, о„#0. (39) 
Задача (33), (34), (39) соответствует сжатию внешней обо­

лочкой (0s^x{le}jc ) внутренней части вещества (х>х ). 
Краевые условия (34), (35), вообще говоря, зависимы меж­

ду собой, В силу этого для системы (33) следует рассматривать 
две принципиально различные задачи, 

З а д а ч а Г Сжатие газа в заданном режиме. 
Пусть определены следующие параметры течения — масса 

сжимаемого газа Хф и краевые условия (35). Требуется найти 
решение задачи (33), (35) и определить закон роста давления 
на поршне — константу р- в (34). 

З а д а ч а П. Сжатие газа при заданном граничном законе-
Пусть фиксирован закон роста давления на поршне (крае­

вое условие (34), т. е. константа р0) • Требуется определить, при 
каких краевых условиях (35) на правой границе (константах 
vo, я0, xo>) существует решение задачи (33) —-(35), и найти его, 

Таким образом, с физической точки зрения, в случае задачи 
1 для фиксированной массы газа Хф и определенных краевых 
условиях в точке х=Хф (А, В, С или D) подбирается оптималь­
ный режим сжатия (закон роста давления на поршне). Для 
задачи II при данном граничном законе сжатия находятся опти­
мальные массы сжимаемых веществ, давления на границе двух 
сред, скорости разлета в вакуум и т. д. 

Для нелинейной системы уравнений (33) задача I является 
задачей Коши (которая становится сингулярной при У(ХФ) = 
=-о0=0), а задача II — переопределенная двухточечная крае­
вая задача на собственные значения. 

Рассмотрим последовательно случаи N=\, 0, 2. 
2.2. Точное решение в осесимметричном случае. Разделение 

временной и массовых переменных в уравнении осесимметрич-
ного движения газа [6, 53, 46] 

приводит к двум уравнениям 
r"Jt)-rr4t)= — X. 

(41) 
п'(х) = Ь, r\{t)-r~i{t)^=-%, 

р(х, t)=pl(t)n(x), r(x, i) = r.(j.)/•?(x), 
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где X — константа интегрирования. 
Из (41) находим 

р(х, / ) = p 1 ( 0 ( U + C ) , C=const . (42) 
Следовательно, вне зависимости от свойств среды, а также от 
уравнений баланса энергии и неразрывности во всех течениях, 
описываемых автомодельными решениями в разделяющихся пе­
ременных, давление — линейная функция массовой координаты. 
В случае, когда в уравнение (40) дополнительно ВХОДИТ потен­
циальная сила, данный вывод справедлив для величины 
2=-д+П (П — потенциал). Отметим также, что если при адиа­
батическом сжатии pi(t) и rx(t)—степенные функции, то (см. 
также [45, 46]) 

Pl(t)=Po(tf~t)-2, (43) 
т. е. показатель степени в законе роста давления на поршне 
не зависит от свойств среды (у). 

Свойство (42) осесимметричных течений позволяет сконст­
руировать полное (явное) решение уравнения (33) 

n(x)=———x + p0. 

Константа интегрирования в выражении для скорости (44) 
выбирается из краевого условия при x - = x $ . 

Решение при соответствующем выборе констант Яо, х&, va 
(44) описывает все типы значений А, В, С, D. 

З а м е ч а н и е 1. Единственным (естественным) условием 
существования решений, накладываемым на функцию cp(x), 
является существование интеграла в (44). 

Таким образом, для осесимметричных течений (N=1) ре­
шение задач I и II существует и единственно (принципиально 
иная ситуация имеет место в случае N=0, 2). 

Неоднородное распределение энтропии в среде и развитие ре­
жима с обострением приводит к возникновению структур в сжи­
маемом веществе (§ 1). При N—1 условия существования га­
зодинамических структур плотности и температуры находятся 
в явном виде 

dy уЪ йф _ у 7- - _л0 + р0 г _ „ /дгч 
~dx~lx + C ' Ъх~ ч—\\х + С Л" ^ Г " ' Ро' { ' 

В случае q/(x)----0 структуры отсутствуют (изоэнтропическое 
сжатие [59, 82]), при q/(.x:){le}0 могут существовать лишь струк-

.. туры плотности, а для q/(x) ^ 0 — температуры. 
Количество экстремумов плотности определяется наклоном 

функции <p(x), следовательно, даже при монотонном распреде-
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лении энтропии в сжимаемой среде могут существовать разно­
образные сложные газодинамические структуры. 

2.3. Плоскосимметричные течения и эффект локализации. 
Для N = 0 исследуемое уравнение и краевые условия имеют вид 

Л" _ я - 1 / 7 ф (.>.)=--(), (46) 

п(0) = Ро, | я ' (0) |<-*> (47) 
я(.хф)-ч-1т0>0, я ' (*ф)= — ТУ0<0. (48) 

Рассмотрим вначале наиболее интересную (и сложную) си­
туацию А, описывающую эффект локализации газодинамических 
течений. 

Т е о р е м а 1. Решение задачи I в случае яо —г.о=-0 для всех 
фбС(х>0) и любого Хф существует, единственно и непрерывным 
образом зависит от краевых условий (хф) и правой части 
(ф(лс), 7) (для любого л.ф>0 существует единственное значение 
величины po и соответствующее решение я (х)). 

З а м е ч а н и е 2. Результат теоремы 1 справедлив также, 
если в окрестности точки Л:Ф функция ф(л;) допускает представ­
ление вида ц(х) = (хф—x)N|)(x), где г|з(х) непрерывна и 
-К*Ф)>0,о>-(1—1Л0-

Теорема 1 устанавливает: если задана глубина локализа­
ции (масса сжимаемого вещества ХФ), ТО для любого распреде­
ления энтропии в среде ср(л:) существует единственный гранич­
ный режим вида (2), т. е. соответствующее значение константы 
р0, позволяющий локализовать безударное сжатие на заданной 
массе газа. 

Этого нельзя сказать о задаче II, т. е. нельзя утверждать, 
что в общем случае для любого ро>0 найдется соответствующее 
значение Яф, для которого существует ее решение (примеры 
приведены в п. 5). Ввиду этого сформулируем теоремы сущест­
вования и единственности решения задачи П. 

Т е о р е м а 2 (существования). Пусть Ф(л:) такова, что 
X 

lim \ s4> (s) ds •= оо. Тогда для любого р о > 0 найдется, по край-
J f - t -O - Q 

ней мере, одно значение хф, для которого задача II разрешима. 
Т е о р е м а 3 (единственности). Введем функцию 

Пусть найдутся числа р, <7>0 такие, что \|)o(x) — неубывающая 
функция х. Тогда решение задачи II существует и единственно. 

З а м е ч а н и е 3. Оценка (49) является неулучшаемой, т. е. 
если потребовать, чтобы неубывающей была функция i|)(x)—< 
==<p(x) (p + .7x)-+e, p, •7>'0, x^O, то для любых е>0 можно по­
строить пример, показывающий, что теорема 2 будет невер­
на (п. 5). 
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Итак, решение задачи II существует не всегда. Более того, 
в случае быстрого убывания энтропии c ростом х оно может 
быть неединственным (п. 5). Это означает, что различным ав­
томодельным решениям соответствуют различные пространст­
венные распределения газодинамических функций на момент 
начала сжатия, дающие одинаковое распределение энтропии по 
массе газа и отвечающие одинаковому закону роста давления 
на поршне (спектр решении). 

Величина ХФ в условиях задачи II может принимать, вообще 
говоря, любые значения. Напомним, что по определению при 
Д;Ф-=ОО локализация газодинамических величин отсутствует — 
сжатию подвергается вся масса газа, лежащая перед поршнем 
(п. 5). B связи с этим сформулируем 

К р и т е р и й л о к а л и з а ц и и . Для локализации газодина­
мических течений в условиях задачи II необходимо и достаточ­
но условий теоремы 3. 

Теоремы 2 и 3 показывают, что существование решения за­
дачи Н, его единственность, критерий локализации целиком за­
висят от свойств функции ф (л:) (прежде всего от скорости ее 
убывания при x{to}oo). 

Корректность задач I и II (при выполнении условий теорем 
1—3) позволяет строить широкий класс оценок для решений и 
величин хф и ро [47, 48]. 

Аналогично случаю осесимметричных течений условия суще­
ствования газодинамических структур в волне сжатия имеют вид 

In я/ (х) = у1пЧ>' (х) (плотности), 

\п тс' (х) = —-——т- In Ф' (x) (температуры). 

Из (50) сразу видо, что в изоэнтропическом случае структу­
ры отсутствуют, а при <р'(х) {le}0 (<р'(х) J5--0) могут существовать 
лишь структуры плотности (температура), в том числе сложные 
[47, 48]. 

Рассмотрим теперь более общий случай яо, Оо>0. Относи­
тельно функции ф (лг) всюду далее будем предполагать сле­
дующее: 

а) ср(я)_5-0 и непрерывна всюду в хв[0, то), за исключением 
конечного числа точек разрывов. 

б) Если х=х* — точка разрыва (в частности, возможно 
х*=Хф), то в ее окрестности cp(x) представлена в виде 

Ф (x) = | х—х* | вг|) (х), 
где ty(x) непрерывна и i|)(x*)>0, б>—(1—1/у). ; 

в) Для любых Xu x26[0> <•») существует j <P(s)ds>0. 
-г» 
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Т е о р е м а 4. Решение п{х) задачи 1 существует и единст­
венно для любых хф >0, Яо^О, Оо^О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Яо>0, то задача 1 — регулярная 
задача Коши и теорема 4 следует из классических результатов 
[110, 18]. Случай яо = и0=|0 рассмотрен в теореме 1. Наконец,. 
когда я--=0, t>o>0, то, записывая уравнение (46) в виде 

и учитывая, что 
lim - ^ L = W o >0, (52> 

получаем утверждение теоремы 4 из результатов работы [47]. 
В условиях задачи II принципиально различны случаи о0=-0 

(А и В) и и0>0 ( C K D ) . 
Т е о р е м а 5. Существует ро* такое, что для любого ро>Ро* 

и Do>0, яо^О найдется, по крайней мере, одно значение Хф>0,. 
для которого существует решение задачи II. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Q (t.o) = po = J-(0), и пусть 
p*-—infp0. Так как я">0[0 ,Хф] , то решение задачи II (кото-

Оо>0 

рое существует и единственно — см. теорему 4) лежит выше пря­
мой Jt — p0~vQ(x — x<b)- Следовательно, для любого po>po и at-,. 
Уо>0 всегда можно выбрать такое хф, что п(0)=р0 , откуда и 
следует утверждение теоремы 5. 

З а м е ч а н и е 4. Если wo = 0, то теорема б, вообще говоря, не­
верна. В этом случае необходимо наложить дополнительные 
ограничения на функцию cp(x), а именно, потребовать выполне­
ния условий теоремы 2. 

Т е о р е м а 6, Пусть найдутся р, q>0 такие, что функция 
г|:(л;) -=<p(#) (p + .7x)2 является неубывающей. Тогда решение за­
дачи II существует и единственно. 

Доказательство теоремы 6 полностью аналогично доказа­
тельству теоремы 3, приведенному в [47]. Следует отметить, что 
данная оценка, как и в теореме 3, является неулучшаемой. 

Таким образом, главным критерием существования и един­
ственности решения задачи II является выполнение условия (49). 

2.4. Безударное сжатие сферическим поршнем. Б случае 
N = 2 приходим к следующей задаче: 

п" + (jt')4rt_-/VtP (x) = 0> (53). 
jt(0)-=p0> Ця ' (0) ) - -1<~. (54). 

я (Хф) = я0 > 0 , л'{хф)=— —, *>0>0. (55). 

Относительно функции ср(х) предположения те же, что и в слу­
чае N='0, с учетом дополнительного ограничения в окрестности 
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точки разрыва х—х* 
Ф(«)•-•*(*)[**—x|e, ф(** )>0, ~ ( 1 — l / v ) < S < 2 . 

Приводимый в настоящей работе краткий перечень результа­
тов является обобщением выводов работы [48] (где рассматри­
вался наиболее интересный и сложный для анализа случай 
->о=0, яо^О). Приемы и подробности доказательства теорем, 
оценки решений совершенно аналогичны изложенным в [48]., 

Т е о р е м а 7. Решение задачи I для уравнения (53) сущест­
вует и единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ло>0, г>о>0, то утверждение 
следует из [ПО, 18]. При л 0 ^ 0 , г>о-='0 справедливость теоремы 7 
вытекает из [48]. Наконец, в случае я,- = 0, 0<o0<{infty} записывая 
(аналогично теореме 4) (53) в виде 

и учитывая, что lim " _ = (^о)'1, получим существование и 
Х-+*Ф ХФ х 

единственность решения задачи I из результатов работы ]48]. 
З а м е ч а н и е 5. Из существования и единственности реше­

ния задачи I следует непрерывная зависимость его от правой 
части (ср(х), 7) и краевых условий (х®, v0, ito). 

Т е о р е м а 8. (О существовании решения задачи И), 
Пусть ф(г)>0, 0{le}.x.<{infty} и 

lim.li.l.L — 0. (57) 
Jt-t-00 Х 

Тогда для любых значений p0 задача П разрешима. Если же 
существует <7>0 такое, что q>(x)^qx2, 0{le}xi{le}x<{infty}, то всегда 
найдется такое р*0= pi (q,v0,n0), что при р0>Ро* решения 
задачи II не существует. 

Т е о р е м а 9 (о единственности решения задачи II). , . 
Введем функцию 

-Фз (х) = Ф (x) (p + qx) --*. (58J 
Пусть существуют числа р, q>*0, такие, что функция ty(x) —не-
возрастающая. Тогда решение задачи II существует и един­
ственно. 

З а м е ч а н и е 6. Сравнение теорем 6 и 9 показывает, что 
для единственности решения задачи II в плоском случае накла­
дывается ограничение на скорость убывания функции ф(*) (•фо=-

•=Ф(л:) (p + qx)2 — неубывающая), а при N = 2 — на скорость ее 
роста Сф-(я) = ф (л;) (p + qx)~2— невозрастающая). 

З а м е ч а н и е 7. Оценка (58), как и все полученные ранее 
(см. теоремы 3 и 6) , является неулучшаемой. 
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Условия существования газодинамических структур в по­
строенных решениях вполне аналогичны (50). 

Кратко сформулируем основные выводы о свойствах реше­
ний задач I и II. 

ДЛЯ осесимметричных течений решения задач 1 и 11 всегда 
существуют (с учетом замечания 1) и единственны- Они описы­
ваются явными формулами (44). 

Решение задачи 1 для всех краевых условий при х=Хф и 
во всем диапазоне допустимых распределений энтропии суще­
ствует, единственно и непрерывным образом зависит от Ф(х), 
Y, &о> no, x<r>. 

«•Ф 

Решение задачи II существует, если J s<P(s) ds ~* со (xq>~>oo) 
о 

в случае N==0, и если lim---—- = 0 при TV = 2. 
Х->--о Х 

Решение задачи II существует и единственно, если найдутся 
такие числа р, q>0, что функция \pQ(x) —q>{x) {p + qx)2, N = 0 
('•Ы--') =<P(x) (P+gx) - 2 . N=2) является неубывающей (невозра-
стающей). 

В плоскосимметричном случае газодинамическое движение 
локализовано на конечной массе газа. Критерий локализации 
совпадает с условиями теоремы единственности решения за­
дачи П. 

В случае неоднородного распределения энтропии в среде 
волна сжатия может содержать сложные газодинамические 
структуры. 

2.5, Примеры сложных газодинамических структур и спект­
ров решений. В ряде важных газодинамических процессов (ку­
муляция ударных волн [134, 16], движения ударных волн по пе­
ременному фону плотности [62] и т. д. за фронтом ударных волн 
•в среде возникают распределения энтропии, соответствующие 
•степенному и экспоненциальному виду функции ф(л:), т. е. 
<р(х) =М(х[-\-х)1' или ф(л:)=МеЧ В этих случаях изучение зада­
ли I и II (46) — (48) и (53) — (55) сводится к исследованию фа­
зовых портретов обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка [6, 52, 53]. 

Ограничимся вариантом ц>{х) = M (x+l)0 / T , положив М = 
.=--xi = l. 

Замена 
_JL_2 

У=ПЧУ{Х + 1) у , г « - я ( * + 1)--/*' (59) 
позволяет исследовать задачу (46) — (48) на фазовой плоскости 

''•'•' уравнения 
dy „ 7 + 1 - , сиг+1- 6 + 2у ( 6 0 . 
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, . f-0> О) ' Л--1П ' / С 1 Ч 

(z*'y*) = [{_a-itf„._nn-,b <6-) 

Поршню (x = 0) и фронту (.х: = .Хф) в ПЛОСКОСТИ (2, у) соот­
ветствуют точки 

V+1 
(г0, Уо) = ( — Ро(я'(0)у, р0

у ), 

(а— 1) а,-3), л:ф-
Решение задачи I всегда существует и единственно. То же самое 
справедливо при а > 0 (б> — 2y) для решения задачи И [6, 52, 53]. 

Рассмотрим случай а < 0 (под условия теорем 1, 3 он не под­
ходит). 

Пусть .Хф < со. В плоскости (г, у) существует единственная 
кривая L, выходящая из точки (0, 0) и удовлетворяющая уело-
виям на фронте в задаче (46) —(48). Искомое решение—часть 
интегральной кривой между точками фронта и поршня. Для по-

строения решения задачи II при заданном значении y0=-pov 

необходимо выбрать значение свободного параметра v(0)=p0z^1 

(0(0)= — я/(0)) так, чтобы точка поршня (61) принадлежала 
интегральной кривой L. При а < 0 в квадранте (z, у)>0 появ­
ляется особая точка В( — а-1, (а— 1)аг3), в которую входит кри­
вая L. В случае аЧ!<о.<0 она является узлом, а при а < а * — 
устойчивым фокусом (рис. 12a), a* = (l — "J/v+l)/2. 

У . 

Рассмотрим случай а<а*. При р > р** = (t/**)y+l решений не 
у 

существует, при 0<ра<р™*==(у'**>:)у+] Реи-ение существует и 
единственно, а для р£*<ро'<р™ существует несколько решений, 

• v 

причем их число неограниченно растет при po^p'o—(Уо)У+1-
Если же л:ф= с», то решение (причем явное) задачи II сущест­
вует лишь при ро=р*0 и единственно. В плоскости (z, у) ему от­
вечает особая точка — центр фокуса. 

Условия существования газодинамических структур допус­
кают наглядную интерпретацию на фазовой плоскости. Из за­
мены (29) и условия (50) следует, что структуры плотности 
(температуры) существуют, если интегральная кривая L пере­
секает прямую z=Zi=—6(2=22=—Z\(y—1)/Y)- В случае а<а* 
число экстремумов может быть неограниченно, причем при 
6-*—то их количество становится бесконечным. На рис. 12б,в 
приведен пример спектра решений и СЛОЖНЫХ структур ПЛОТ­
НОСТИ. 

В данном примере решения обладают следующим интерес­
ным свойством. Из сравнения случаев 1 и 2 видно, что при 
меньшей работе - поршня (пропорциональной величине 
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Рис 12а. Поле интегральных кривых уравнения (46) 
при'а<«*. Пунктиром показаны линия поршня и ли-. 

ния структур 

Рис, 126. Спектр решений задачи II Рис. 12s, Сложные структуры плот-у 
I ности в задаче II / 
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Рис. 13я. Вид энтропийной функции в задаче II, ..jV =2 \ 



Рис. ,136. Пример сложного спектра решений в сферической геометрии / 

я(0).о(0)) в случае решения 2 большая масса газа (хфг >x<-,.) 
•сжимается до больших плотностей. , 

Приведем один пример сложного спектра решений задачи II, 
N = 2. Пусть энтропийная функция имеет ступенчатый вид 

Pl*,i) Р(хЛ) 

= 50(1—0"S. п, Л 
РИС. 14. Возбуждение сложной структуры плотности в газе между двумя 
.•поршнями. Параметры: v -= 5/3, р (0, t) = 25-(l-r-t) s, p(2,t) = 

-2у/(7+1). р- = я0-=1, lf = \, .o = 0, Л--0.12 , h=- Jf 
- 0.446, tt = 0.874, tt = 0.974 
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(рис. 13а), т. е. в сжимаемом шаре существуют контактные 
разрывы. 

Тогда при соответствующем выборе констант М\, М2, М3,... 
xi> -"-г- x3. • • • решение задачи II имеет вид [48] (рис. 136). 

Давление при 0<л:ф<а0 всюду больше нуля. При дальней­
шем увеличении массы сжимаемого вещества (x•->•--(--о, а{)) 
у центра симметрии системы образуется полость, схлопываю-
щаяся с некоторой скоростью VQ. Затем, начиная с некоторой 
критической массы а ь давление в центре симметрии вновь ста­
новится больше нуля. В общем случае количество «арок» 
(af, a1+i) может быть неограниченным. 

На рис. 14 приведены результаты численного расчета, иллю­
стрирующего «возбуждение» неединственных экстремумов плот­
ности (сложных структур) в первоначально однородном газе 
при сжатии его между двумя плоскими поршнями. Давление на 
поршнях соответствует автомодельному S-режиму и отличается 
в начальный момент от давления газа. В результате по вещест­
ву проходят ударные волны, создающие неоднородное распреде­
ление энтропии, благодаря которому возникает сложная струк­
тура плотности S-режима (экстремумы связаны с фиксирован­
ными частицами газа, их размеры неизменны). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Действие «медленных» (5- и LS-) граничных режимов с 
обострением на среду приводит к локализации газодинамиче­
ских процессов. Данный эффект связан не с быстротой сжатия,. 
поскольку в случае «быстрых» (Я5-) режимов локализация от­
сутствует, а с тем что 5- и LS-режимы создают в веществе 
«инерционные» пространственные профили величин (ср. харак­
тер профилей давления на рис. 5, 7, 8). Вполне аналогичные-
выводы были получены для процессов теплопередачи [117—119, 
92, 93, 98, 77]. Это свидетельствует о весьма общих закономер­
ностях развития режимов с обострением в сплошных средах. 

Сжатие в 5- и LS-режимах является низкоэнтропийным, в 
HS-режимах всегда формируется ударная волна с неограничен­
но растущей амплитудой. 

Пространственные характеристики плотности и температуры 
в волнах сжатия зависят от распределения энтропии в среде. 
В том числе возможны существование газодинамических струк­
тур и неединственность режимов сжатия фиксированной среды 
при фиксированном законе давления на поршне. 

Эффекты локализации, образования структур и безударного 
сжатия имеют место не только при специальном, но и при про­
извольном распределении энтропии в среде (а также в много­
мерной геометрии [51] и при учете дополнительных процес­
сов—см. [45, 46, 49, 42] и гл. 2). В частности, при любом рас­
пределении энтропии существует единственный граничный; 
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режим, обеспечивающий локализацию безударного сжатия на 
заданной массе газа (если же фиксирован закон давления на 
границе, то существование и единственность режима сжатия 
гарантируется при соответствующих ограничениях на энтропий­
ную функцию). 

Условия проявления эффектов локализации и образования 
• структур зависят от безразмерных критериев и, по-видимому, 
вполне реализуемы. Граничные режимы с обострением дают 
возможность осуществлять разнообразные способы сжатия' 
сплошных сред. 

Г лав а 2 
СЖАТИЕ КОНЕЧНОЙ МАССЫ ПЛАЗМЫ 

В РЕЖИМАХ С ОБОСТРЕНИЕМ 

§ 1. Решения с разделяющимися переменными 
для задач физики плазмы 

1.1. Физико-математическая модель, используемая в этой: 
главе, базируется на гидродинамическом описании плазмы. В. 
частности, приведенная выше в гл. 1 система уравнений газо­
вой динамики (29) часто используется для изучения поведения 
плотной плазмы. 

В достаточно общем случае такая система дополняется 
членами, учитывающими физические эффекты, характерные для. 
ионизованного газа. В первую очередь, это процессы тепло­
проводности, вязкости и диффузии магнитного поля. 

Классический вывод такой достаточно общей и вместе с тем. 
сравнительно простой системы уравнений магнитной газодина­
мики, полученной на основе рассмотрения кинетических уравне­
ний для плазмы, дан в [15]. Основным требованием примени­
мости модели является условие малости длин «свободного про­
бега» электронов и ионов плазмы (определяемых кулоновскими 
столкновениями в ионизованном квази нейтральном газе) по 
сравнению с характерными размерами задачи. В [15] обсуж­
даются различные соотношения между характерными микро­
скопическими масштабами плазмы (длины свободного пробега, 
ларморовский радиус, радиус Дебая и т. д.) и соответствующие 
варианты модели. 

Данная модель сплошной среды находит многочисленные 
применения при исследованиях динамики процессов в различ­
ных установках с высокотемпературной плазмой. Среди них. 
системы с магнитным удержанием плазмы, импульсные систе­
мы, в которых плазма получается в сильноточных разрядах или: 
при нагреве вещества лазерным излучением, пучками частиц.. 

1.2. Система уравнений. Во многих приложениях плазменные 
конфигурации обладают пространственной симметрией. В наи-
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-более простом случае величины, описывающие плазму, являют­
ся функциями только двух переменных: времени и расстояния 
•от плоскости, оси или центра симметрии. 

Рассмотрение такого класса одномерных нестационарных 
.задач позволяет существенно более полным образом исследо­
вать влияние большого числа различных физических эффектов. 
В вычислительном эксперименте этот подход дает возможность 
изучить принципиально различные физические ситуации, воз­
никающие при изменении параметров системы. В ряде случаев 
такое моделирование на ЭВМ приводит к выбору кардинально 
.новых режимов сжатия и нагрева плазмы. При этом вопросы 
устойчивости выбранных оптимальных режимов изучаются на 
втором этапе исследований путем решения многомерных задач. 

В настоящей работе исследование ограничено еще и рамками 
автомодельной задачи. В этом случае существенные черты раз-
вития того или иного физического процесса могут проявляться 
•особенно ярко [12, 34], характеристики оптимальных режимов 
описываются, как правило, аналитически. 

В дальнейшем, разумеется, результаты автомодельного ана­
лиза должны пройти проверку в полномасштабном вычислитель­
ном эксперименте. 

Выпишем теперь систему уравнений в отсутствие магнитного 
(й электрического) поля. Такие уравнения могут служить для 
•описания плазмы, полученной, например, путем нагрева вещества 
излучением лазера либо пучками частиц. В массовых лагранжевых 

т 

координатах x = J pr^dr и t (см. гл. 1) исследуемая система 
о 
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Р=Ре-тРГ, pi^pRTt; pe = Zp]RTe] 
6,== — jW t \ Qe^-^-RT,. 

В 'системе (1) принято, что входящие в нее векторные вели­
чины (скорость v, тепловой поток W) имеют только радиальные 
составляющие (направлены вдоль оси г), т. е. v—tie,., VJ=Wer, 
где er — единичный вектор (орт), направленный из центра (от 
оси или плоскости) симметрии вдоль координаты г. 

Выписанная система уравнений соответствует двухтемпера-
турному одножидкостному приближению. При этом плазма рас­
сматривается как двухкомпонентная жидкость, компоненты ко­
торой (ионы и электроны) движутся с одной и той же гидро­
динамической скоростью v(x, t), но имеют различные темпера­
туры: Tt (ионы) и Те (электроны). Такое приближение часто 
оправдано, поскольку релаксация импульсов ионов и электро­
нов происходит за времена примерно в — раз меньшие, чем 

/га-
релаксация энергий (mi — масса иона плазмы, ms — электро­
на). Релаксация энергий описывается членом Qe.. «Скорость» 
релаксации температур определяется величиной коэффициента 
Х(Р- Те).' ' ' 

В системе (1) величины D и и' представляют собой нену­
левые в данном симметричном случае компоненты тензора вяз­
ких напряжений. При N==1, D=Drr, D'=DV?, где ср—полярный 
угол, при N = 2 D = D„., D — D w = D e o , где ф и 0 — угловые пе­
ременные в сферической системе координат. При N==0 в урав­
нениях остаются только члены с D=D„. 

В выражениях для D и D' величина r| (p, Ti) есть коэффи­
циент ионной вязкости. Для общности введен коэффициент вто­
рой вязкости £(р, 7,). Источник тепла Ф определяется вязкой 
диссипацией движения в жидкости. 

Радиальные компоненты векторов тепловых ПОТОКОВ We и 
Wi пропорциональны градиентам температуры дТс/дх и дТ^/дх 
в соответствии с законом Фурье. Коэффициенты пропорцио­
нальности (коэффициенты теплопроводности) зависят от плот­
ности и температуры: 

%e — Ke(p, Те) , Xi-=Xi(p , Т . ) . 

Источники тепла Qi и Qe могут описывать разогрев плазмы 
за счет термоядерных реакций (если в состав плазмы входят 
тяжелые изотопы водорода). В этом случае Qe~-=Q-(p, ТО и 
Qi=Qi(p,Ti). 

Наконец, член Q H — Q B ( P . Те) описывает сток энергии за 
счет объемного излучения. 

Выражения для ионного р. и электронного ре давлений, а 
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также для удельных внутренних энергий ее и ei электронов и 
ионов соответствуют в (1) уравнениям состояния идеального 
газа. Газовая постоянная R в данном случае есть R= — , где 
kB — постоянная Больцмана, a mt — масса иона; Z—кратность 
ионизации. 

Коэффициенты переноса ке, ки ч\, £,, % привносятся в модель 
(1) извне (из теории или эксперимента). В [15] даны простые 
степенные зависимости этих коэффициентов от температуры, 
следующие из теоретического рассмотрения процессов переноса 
на основе кинетических уравнений. 

Для последующего рассмотрения, имея в виду получение 
автомодельных решений на основе анализа размерностей, при­
мем следующие степенные зависимости этих коэффициентов. 

T) = aa7TW. L (2) 

£.=а5:г7У-*\ 
Для моделирования более сложных зависимостей в общем слу­
чае введена явная зависимость от времени. 

Аналогичный вид примем и для источников и стоков тепла 

__ asTf'pkH1' 
^ i = = l+e,7 ,{V ,<-- ' 

п ' l p n П. 
*'~\ + atT?'p4''' ') K°' 
<2—=а10Т2"-р*"*Ч 

Аппроксимация источников тепла за счет локального погло­
щения заряженных продуктов термоядерной реакции 3H(d, 
п)4Не в виде (3) вполне оправдана в определенных диапазонах 
температур. Например, для KTii{le}30 кэВ справедливо пг6= 
--=т7=---5,2; А6 = й7=-2; m8—'n9-—3,6; k8 = kg = 0; /6 = /7 = /8 = /9=-0 
[ 7 5 ] -

Отметим, что поскольку комбинации afTfip^t / = 8,9 являются 
безразмерными, то условия автомодельности какой-либо задачи 
для (1)—-(3) совпадают с условиями автомодельности для задачи 
c Qi и Qe более общего вида, а именно для 

Qt^£hTT^t4e (a.TTY't1'), V 
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где ф. и <р- — произвольные (!) безразмерные функции. Поэто­
му, если автомодельная задача допускает появление некоторой 
безразмерной комбинации вида аТ™рЧ1 (в задаче есть соответ­
ствующий размерный параметр а), то размерные коэффициен­
ты (2), (3) могут быть умножены на произвольные функции 
этой комбинации без нарушения условий автомодельное™1'. 

1.3. Граничные условия. Теперь рассмотрим определенные 
постановки задач для системы (1) — (3). Рассмотрим конечную 
массу газа J2rt7V +-—(7V — \){N — 2)\xQ, заполняющего Прост­

ои) 
ранство от г —0 до некоторого гп(г.):.х0— J prNdr. Граничные 

о 
условия должны быть поставлены при x==0 (т. е. на плоскости, 
оси или в центре симметрии г — 0) и при x = xo (т. e- Ha поршне, 
траектория которого следует закону ra(t)). 

Условия симметрии при х= 0 естественно взять в следую­
щем виде: 

v(0, 0 = 0 , 
^ ( 0 , 0 = ^ ( 0 , 0 = 0 . (4) 

На поршне х=х0 задается скорость 
v(x0, t) = v0t"~l (5) 

и температуры либо потоки тепла: 
Те(х0, t) = TQet'h, либо We(x0, t) = W0etn> (6) 

и 
7 \ (x0. t) = Tmt"\ либо Wt (x0> t)^W0Ltn'. (7) 

Задача допускает естественные обобщения на случай задания 
давления (вместо (5)) 

p{Xo,t)-D(x0,t) = p0tn\ (8) 
В частных случаях, как показано ниже, при х=х0 можно ста­
вить граничное условие, соответствующее границе с вакуумом 

p(x0,t)—D(x0,t)=0, (9) 
\А. Определяющие параметры и разностный анализ. В соот­

ветствии с условиями (4) — (9) в качестве размерных опреде­
ляющих параметров удобно взять следующие константы: х0, v0, 
R и время t. Эти параметры обладают независимой размер­
ностью, что обеспечивает выражение масштабов любых вели­
чин, входящих в уравнения (1) — (3), через определяющие. От­
метим, что выбор величины x0 (полной массы рассматриваемого 
вещества) в качестве определяющего параметра с неизбеж­
ностью приводит к автомодельной задаче с разделяющимися 
переменными. 

-> Если рассмотрение ограничить видом aTmph с 1 = 0, то такая безраз­
мерная комбинация в данной автомодельной задаче единственна. 
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Выразим теперь все входящие в систему (1) функции (как 
зависимые, так и независимые) через произведения степеней 
определяющих масштабов xQ, u0, R и t и безразмерных функ­
ций, зависящих от безразмерных параметров задачи и единст­
венной независимой безразмерной переменной | . В результате 
получим следующие выражения: 

ь — --г-"> 

r(x, t)^vQtnK(l); v(x, t) = -/--• a (Q; 

Wt,e(x,f)=Xtiv,t
t
u?~" o>i,,(£); p(x- ^ ) - " ' У № 

Д ^ ^ ^ ' У т й ; Df(x,i) = ̂ ^P^.x'(l); (10) 

Ф(*,*) = ——^?--Ф(|); ч Д ^ . ^ , !°* , *,,«(&); 

C f r . Q - ^ f » 1 " ^ ® ; Q. . . (* ,<)- -^-^^ . (6) ; $ 

Qel(Xt t)^Xa{vf3
)X~Nqel{l); QR(x,t)^Xo{v^)l~N'qR{l). 

Отсюда видно, что в автомодельной задаче с перечисленны­
ми выше определяющими параметрами граничные условия 
должны иметь степенной вид (6) — (8), причем n.=2(n—1), 
n2= (2—N)n—3, n3= (1—N)n—2. Для краевой задачи с такими 
граничными условиями справедливы соотношения (10). Как 
видно из (10), решение данной краевой задачи ищется в виде с 
разделяющимися переменными х и t: 

Fi(x,t) = ~Bi(t)Pi(x), (11) 
где F{— какая-либо из функций, входящих в (1). В задаче с 
параметром конечной массы xo и граничными условиями (6) — 
(8) функции Bi имеют степенной вид 

Л(*,0--5оА/%(^). (12). 
где J30i — произведение некоторых степеней x0, v0 и R. В соот­
ветствии с разработанной терминологией решение (12) назы­
вается автомодельным S-режимом степенного вида. Система 
(1) допускает решения вида (11) и с более общими (нестепен-
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ными) зависимостями B{(t) [21, 43, 107, 126] (5-режим с раз­
деляющимися переменными). 

После того, как показана возможность решения задачи (1), 
(5) —(8) в виде (10), ясно, ЧТО В качестве определяющих могут 
быть выбраны время t и любые три постоянные из законов (5) — 
(8) и (2), (3), если они обладают независимой размерностью. 
В этом случае параметр с размерностью массы получается в виде 
произведения некоторых их степеней. Например, если за опреде­
ляющие выбрать р0 из (8), W0e из (6), R и t, то х0' = W$~xp\-N. 
В задаче появляется безразмерный параметр •.-„—• xQj хй' 
( Гп(0 S 

xo== \ prNdr и граничные условия для функций /;(•=) ставят­
ся при £ — ..;*, причем теперь Р (̂ *) =— 1 > как в гл. 1. В случае же 
включения х0 в число определяющих, |.,-=1, а (3(1) в общем 
случае уже -?--1. 

До сих пор не обсуждался вид начальных условий для за­
дачи (1), (4) — (9). В случае автомодельного решения вид на­
чальных функций следует из (10). Так, например, для n > 0 , . 
ио>0 и 0<if<oo, что соответствует задаче разлета, начальные 
данные сингулярны (р(0, x)-={infty}, v(0, x ) = 0 ; r i ,e(0, x) =0 при. 
п > 1 и ri,e(0, x)-={infty} при n < l ) и не вносят НОВЫХ размерных 
параметров. В случае начала процесса с несингулярного мо­
мента времени t0 (1оФО и | о̂ | Ф°°) в качестве начальных дан­
ных должны быть взяты функции (10) при соответствующем-
значении t = t§. 

В практически интересных случаях решение задачи (1),. 
(4) — (9) для t>t0 с течением времени асимптотически стремит­
ся к функциям (10) даже при задании начальных данных, не 
соответствующих виду (10). Осуществляется, как говорят,. 
асимптотический «выход» на этот режим с неавтомодельных 
начальных данных [12, 50, 70, 126]. При этом зависимость ре­
шения от дополнительных безразмерных параметров, содержа­
щихся в не автомодельных начальных данных, с течением вре­
мени становится слабой и эти параметры не оказывают влия­
ния на дальнейший, автомодельный ход процесса. 

Например, если в течение процесса плазме сообщается энергия,. 
то критерием «выхода» на асимптотический автомодельный режим 
может служить неравенство В (t)IE 0-о).3>1, где Е (t) = 

= \ fe + — )dx. В этом случае сообщенная плазме энергия 
о 

становится с течением времени сколь угодно большой по сравне­
нию с энергией, содержавшейся в плазме в начальный . момент 
времени. Дополнительный параметр, характеризующий начальные 
данные, • „ . ' ->0 с течением времени. 
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1.5. Условия автомодельности. Потребуем теперь, чтобы 
•функции (10) удовлетворяли соотношениям (2), (3). Произвольная 
(нестепенная) зависимость в (2), (3) возможна, как отмечено выше, 
только в виде функции от безразмерной комбинации искомых 
функций. Практически, это означает появление в (2), (3) выраже­
ний типа у — аТтрЧ1, где у—-безразмерна, a —соответствующий 
размерный параметр, имеющийся в задаче. Фактически, в (3) есть 
такие комбинации : а8Т/п^кЧи и asT?°pl!41'. 

Подстановка (10) в (2) и (3) приводит к условиям на по­
казатели т.*, k{, U, подобно тому как условия на п\, п2 и п3 были 
получены подстановкой (10) в граничные условия (6) — (8). 
Подстановка (10) в (2), (3) означает проведение размерност-
ного анализа постоянных а,-: как величины постоянные, все ai 
должны быть выражены только через масштабы х0, vQ и R, 
В результате получим следующие соотношения: 

„ 2mj—li—di n „. 

где для i = 1, 2, 3, 5 dt = \, с — /V—-1; / 
для i==4 d- = l, ct = N-\-\\ /j 
для i = 6, 7, 10 сГ-=3, Ci = N — l; Ь 
для j — 8,9 dt = 0, ct = 0, 

m = 2n—2, n2= (2—N)n—3, n3=(l— N)n—2. 
При этом размерные постоянные а{ выражаются через опре­

деляющие параметры следующим образом: 
al = Aiv0

i l 'xo
kiRm!, (14) 

где для t' = l, 2 Ci = N—-1, kL = kt~~\, ягг = тг + 1; 
для г = 3, 5, 6, 7, 10 ct = N — 1, k",--=k, —1, OT. — WI,; 'H 
для i--=4 c. = 7V + 1, k.-=k; — 1, m; — w . + 1; 
для г = 8 , 9 c, = 0, kt=kh mi = ml. 

Здесь Ai — соответствующие безразмерные постоянные, 
Для каждого частного варианта модели (1) можно найти 

соответствующие выражения (13), (14). Так, например, при 
учете одной электронной теплопроводности в соответствии 
с [15] 

„7/2 2.37 m'p" -yr7/2D7/2--,5/2 У 

V^ Ae \/"те 
где Л—так называемый кулоновский логарифм, е и яг- — заряд 
и масса электрона, т—масса протона, Mj-=——массовое число 
иона плазмы (//г.-— масса иона), а кратность ионизации Z поло­
жена равной единице (плазма состоит из одинакового числа 
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электронов и однократно заряженных ионов). Здесь те1 =.= ---• 
2,37 Щ Vmilme 

4 
k1==i1 = 0) a i = — - . . . : i 'д'е'*"""" j??/2- В соответствии с (13) по-

можно лучаем й = 4 д., из (14) ^----А^-^+^л-о/?772. Отсюда 
2 37 определить значение безразмерной постоянной Ax = -f-— X 

/ИТ V mi/me 
Л Ле*..г. Ч> т • 

Гаков пример размерностного анализа для одного реального 
коэффициента теплопроводности плазмы в случае, когда вели­
чина Л считается постоянной. На самом деле, она слабо 
(логарифмически) зависит от температуры и плотности: 
Л—In-—.— для больших Ки. Параметр Ки определяет ВОЗМОЖ­
НОСТЬ использовать уравнения состояния идеального газа. 
Энергией взаимодействия ионов и электронов можно пренебречь, 

Ь 3/2 1/2 г~-
когда К„ — — ! - ^ £ - - 1 / ^ г Г р - / ^ » Г 

Если необходимо учесть в задаче и зависимость пе от куло-
новского логарифма (Л-безразмерная функция от безразмерного 
аргумента (4я)-!^Ки), то нужно подвергнуть размерностному 
анализу безразмерную комбинацию Ки = a^TsJ2p-:i2. Но в (13) 
содержатся выражения для безразмерных комбинаций: это члены 
с г = 8, 9. Подставляя /ге8 — 3/2, k8-= - 1 / 2 , получим п==-+м'' 
Результаты вышеприведенного анализа для аь Щ\ и kx оохра-
няются с учетом замены аг на а.Л (Л —безразмерна). Приравни-

4 6 
вая выражения -̂------ и • • друг другу, получим, что учет 
в уравнениях (1) процесса электронной теплопроводности с зави­
симостью ее коэффициента от кулоновского логарифма возможен 
при N = '2 (т. е. в случае сферической симметрии). В этом 
случае п — -к-. 

1.6. Система уравнений для безразмерных функций /,(-|) из 
(12). Она может быть получена подстановкой (10) в (1), а гра­
ничные условия для этой системы (т. е. значения /i(0) и fi( i)) 
получаются после подстановки (10) в общие граничные усло­
вия (4) —(9). 

Разделение переменных (10) несколько упрощает структуру 
системы безразмерных уравнений по сравнению с (1). Именно, 
подставляя в уравнение траекторий dr/dt = v соответствующие 
величины из (10), получим: 

а(1).=пЩ). (15) 
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Таким образом, в автомодельных задачах о движении конечной 
массы скорость линейно растет с радиусом. Класс течений (15) 
является частным случаем течений с однородной деформацией 
[126]. В формулах (10), (15) функция Я(|) пропорциональна 
переменной Лагранжа a0 = r(x,^0), t0—некоторый момент вре­
мени [100]. 

Учитывая (15) и подставляя соответствующие величины иа 
(10) в уравнение неразрывности •---1Qi==7r-(rN'v)> получим 

§; = №. (16) 

Это соотношение представляет собой безразмерный аналог за­
кона изменения объема [111], совпадающее в данной автомо­
дельное™ с выражением для массовой координаты dx=prNdr. 
Теперь, подставляя (10) в (1), удобнее с помощью (16) пе­
рейти к системе уравнений относительно безразмерного радиу­
са X как независимой переменной. При этом уравнение нераз­
рывности и уравнение траекторий можно уже не рассматривать.. 
Величины £ и а в силу этого не войдут в искомую систему 
уравнений, и для их определения следует использовать (15) 

•и (16). 
Выполняя указанные действия, получим: 

n ( l - n )6^ = ^ ( P - t ) ; 

rtvp- = -JL^.(-.-Va)l) + 9 + ^ + ^ ; 

nvP* = - рт- - | (-VV) + Яе-qei- яя 

-;=-4/W|(2-iV) + ft(..V + 1K; Ф-=/г(т+Л^т'); 3 
2 ~ -^(7-37V) — 1]+n(iV + 1)g; P—Pi + P--; 

-?l Pi = 66,; P--66--Z; хв = .Агв; 

xj.=-.A26J"-6*-; п-=----6?,,-л; X — A48^S*-; 

£=-A5e~»6ft.; ^=--A10e^».5ft"; <7ег — х ( е е - е ; ) ; / 

_ -4-9Г'-'' _ л-ер-а*- м _ 

2 /i „ 2 z n i 
rtY- JZ7[m*> "-••- — ^ - - ; ' - - _ 2 + (.V + l ) (V-1)" 
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Член —-------—'-' в уравнении движения выпадает, так как 
х —т' при N=\ и N = 2, причем для JV — 2 будет х = т' — З/г .̂ 

Система (17) рассматривается на отрезке 0.-О-О-->. где Я..'— 
безразмерная координата поршня. На концах этого отрезка 
задаются соответствующие граничные условия. 

При 1=0, как следует из (4), должно быть 
(Oe---C0i = 0. (18) 

Условие У (0, t) =0 удовлетворяется автоматически, так как а = 
= пК и а = 0 при 1 = 0. 

При А —А,» условие (5) дает соотношение а(А,«) = Г C учетом 
(15) в этом случае имеем 

Если на правом конце задано давление (8) или (9), то 
HK)-V(K) = P»>- (20) 

где fiz^povg-^x^. В этом случае значение ..А,* находится из 
решения с учетом выражения для полной массы 

и 
j 6 . 1 ^ = 1 . (21) 
0 

Наконец, вместо (6), (7) будем иметь 
М ^ - е * - , либо «-(?-*)-о-*е, '; (22) 
8i(^*)-e*, либо со,(X*)-со*, J (23) 

где Q*^T0i>eRv^, co*,e=wro'.-'-'or-2V-
Система (17) подлежит решению вместе с граничными усло­

виями (18), (19), либо (20) и (21), (22), (23). 
1.7. Формулировка автомодельной задачи сжатия плазмы. 

При выполнении условий (13), (14) и предположения о несу­
щественности начальных данных (асимптотический характер 
решения) у задачи (1) — (9) имеется решение вида (10). Если 
при этом 0<tf<+oo, £{to}+oo, гг>0, то такое решение описыва­
ет расширение плазмы. В частном случае p(xo> t)—-D(xo> t) ==0 
имеем задачу о разлете вещества в вакуум. 

При учете теплопроводности и тепловыделения такие задачи 
рассматривались ранее в [106, 107]. В сложившейся термино­
логии такие решения (с разделением переменных) принято 
называть регулярными режимами. Исследования регулярных 
режимов для системы уравнений магнитной газодинамики были 
выполнены при исследовании «эффекта Т-слоя» [20, 24, 28, 
130]. Во всех этих работах получен значительный объём ре­
зультатов для'случая расширения плазмы. 
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Основной особенностью изученного в этих работах режима 
являлась локализация тепловых, газодинамических и магнито-
гидродинамических процессов. В данном случае (см. также 
гл. 1) это означало отсутствие движения по массе тепловых и 
магнито-тепловых волн. Осуществление автомодельного режи­
ма приводило к решениям в разделяющихся переменных х п t. 
В таких решениях отсутствуют возмущения конечной амплиту­
ды (в том числе и ударные волны), передаваемые от одного 
участка разлетающейся массы плазмы к другому. 

Всякие неоднородности в распределении температуры или 
плотности по пространству оказываются в таких режимах «при­
вязанными» к одному и тому же участку массы плазмы в тече­
ние всего процесса. В самом деле, положение эффективной гра­
ницы какой-либо неоднородности (точка, например, наибольше­
го значения градиента d]jd\ этой величины) дается в 
автомодельной задаче некоторым фиксированным значением \\. 
Изменения со временем лагранжевой координаты этого фронта 
нет, так как X\=%\XQ не зависит от времени. Исследованные в 
задачах [20, 24, 28, 130] тепловые структуры (т. е. максимумы 
в распределении температуры, обязанные своим происхождени­
ем объемному источнику тепла) существуют в плазме именно 
благодаря наличию такой локализации. 

Вместе с тем существует ряд ситуаций, когда представляет 
интерес изучение процесса сжатия плазмы. Это могут быть за­
дачи магнитной кумуляции, задачи о сжатии плазмы вследствие 
абляционного ускорения слоев сферической мишени, облучае­
мой пучками высокоэнергетичных электронов, ионов или лазер­
ного излучения, задачи ускорения цилиндрических проводящих 

'оболочек мощными импульсами тока и'сжатия газа внутри них 
и т. д. Можно ли использовать результаты размерностного ана­
лиза (10), (13), (14) для описания'сжатия плазмы? 

Поскольку из (10) следует, что радиус любого элемента 
массы r(x,t)~ln, и, как мы видели, для физически разумных 
ситуаций величина n > 0 , то уменьшение r(x,t) возможно лишь 
при уменьшении |^] : |/]{to}0. Такой подход однозначно приво­
дит к необходимости изучения процессов с обострением. 

Примерами использования в автомодельных задачах «отри­
цательного времени» (]£|->0, — о о < £ < 0 ) служат разнообраз­
ные задачи кумуляции [12, 16, 62, 128, 134], в которых возник­
новение режимов с обострением вызвано специальными вида­
ми начальных данных или геометрическими факторами. 

Существование автомодельного решения с кумулирующейся 
ударной волной [134] служит еще одним аргументом использо­
вания автомодельных режимов с обострением для описания 
газодинамических процессов сжатия, обладающих свойством 
локализации (безударное сжатие). В самом деле, движение 
поршня, сжимающего конечную массу газа в обычном режиме 
(без обострения), может вызвать появление сходящейся удар-
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ной волны. Кумуляция ЭТОЙ ударной волны на ось или центр 
симметрии системы приводит к росту давления на ее фронте в. 
режиме с обострением. В этом случае, когда сходящаяся удар­
ная волна становится автомодельной, газодинамические про­
цессы у центра (оси) развиваются независимо от закона изме­
нения давления на поршне. На асимптотической стадии, как 
правило, проявляют свои закономерности те процессы, развитие 
которых осуществляется наиболее быстрым образом ![34]. 

Чтобы обеспечить безударное сжатие, давление и плотность 
в котором растут согласованно по всей массе плазмы, необхо­
димо использовать на поршне режим с обострением [70]. Такой 
режим во многих практических задачах [22, 59, 112] является 
оптимальным, так как приводит к достижению заданных сжа­
тий1' с минимальными энергетическими затратами. Легко ви­
деть [62, 128], что в режиме автомодельной кумуляции удар­
ной волны давление за ее фронтом и, тем более, на некоторой 
фиксированной массе пришедшего в движение газа растет на 
асимптотической стадии не быстрее чем (—1)~2, в то время как 
в любом S-режиме (10) при N=A или N = 2 давление на фик­
сированной массе растет не медленнее, чем (—t)~2. 

Изучению режимов безударного (оптимального) сжатия в 
задачах газовой динамики посвящен ряд работ [12, 16, 62, 128, 
134]. Исследованные там решения получены с использованием 
инвариантов Римана и могут описывать более широкий класс 
ситуаций, чем решения (10). Вместе с тем на асимптотической 
стадии (*{to}0) зависимости величин от времени в этих реше­
ниях стремятся к соответствующим зависимостям из формул 
(10). 

Привлекательность решений (10) состоит в следующем. 
Во-первых, разделение переменных (10) автоматически 

обеспечивает принадлежность этих решений к классу режимов 
безударного сжатия. 

Во-вторых, решения (10) справедливы не только для задач 
газовой динамики, но и для сплошных сред с учетом большого 
числа диссипативных процессов, причем с характерными зави­
симостями коэффициентов от температуры и плотности, близ­
кими к реальным. 

В-третьих, аналогично случаю регулярного режима разлета, 
анализ решений (10) для сжатия приводит к условиям возник­
новения и самоподдержания в таких задачах тепловых диссипа­
тивных структур (а также структур магнитного поля — см. § 4) . 

В-четвертых, режимы сжатия, определенные по (10), обна­
руживают определенную «симметрию» с режимами разлета. 
В частности, поршень, координата которого г{х0, t) ~tn для 
отрезка времени —£o<if<0, ^o>O повторяет траекторию такого 

') Причем весьма значительных: обсуждается увеличение начальной плот­
ности в 103-5-10'1 раз. 
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же поршня для отрезка времени 0<t</o, но в обратном поряд­
ке. Очевидно, что решения (10) для таких задач из общих тер­
модинамических соображений различны. Тем не менее, именно 
в классе 5-режимов (10) можно указать (см. § 3) условия су­
ществования нетривиальных11 «зеркальных во времени» реше­
ний, в которых плотность, давление, температура на стадии 
сжатия повторяют в обратном порядке свои изменения на ста­
дии расширения. Тем самым, решается вопрос о ВОЗМОЖНОСТИ 
«обращения времени» в диссипативной среде, а в более общем 
плаце — о соотношении решений вида (10) для расширения и-
сжатия плазмы, описываемой с учетом одного и того же набора 
физических процессов (1)—(3). 

Перейдем теперь к изложению метода, позволяющего ис­
пользовать в (10) значения времени из промежутка —оо</<0. 

Используя подход, изложенный в гл. 1, решение (10) можно 
переформулировать в других терминах (не нарушая размерност-
ного анализа), взяв зависимость граничных режимов в виде 
~(tf — i)"', и рассматривать время текущим от некоторого t0 до 

I I 
tf: t0-*Ct<,tf.- Соответствующие замены tl на (tf — t)1 следует 
произвести и в (2), (3). 

В момент фокусировки t=tf величины, у которых n.<0 в 
(10) (например, ПЛОТНОСТЬ или давление при JV=?--0), обраща­
ются в бесконечность. 

Само значение tf несущественно, так как исходная система 
уравнений (1) допускает сдвиг по времени: момент фокусировки tf 
МОЖНО поместить в любую точку оси времени. В частности, при 
сдвиге t' = t-~tf {t' — <.новое время») момент фокусировки t̂  —О 
и зависимости (10) имеют вид -—•( — t')ni. Опуская штрих у «но­
вого времени», получаем зависимости, рассмотренные во введении. 
При этом —• оо < t < 0. 

В ранних работах [65—69] применялся несколько иной (в де­
талях, а не по существу) подход, эквивалентный по получаю­
щимся результатам вышеприведенному. Смысл этого подхода 
в удобстве рассмотрения системы уравнений для безразмерных 
функций /<(£) из (12) одновременно для задач сжатия и раз­
режения: с точностью до знаков постоянных величин A.. эти сис­
темы совпадают. '<> 

Такой подход основан на требовании единообразия формул (10) 
для задач сжатия и разрежения. В этом случае и в задаче 
сжатия (— оо < t < 0, t < 0), и в задаче разрежения (0 < t < + оо , 
tyO) используется одна и та же система (10) искомых функций, 
Нескольку в (10) слева стоят размерные действительные величины, 
то в правых частях равенств (10) должны появиться комплексные 
выражения (t l, <?<0 и v"', где щ — соответствующая степень 

•> Т. е. в случае несохранения энтропии. 
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в (10)), произведения которых дают действительные функции. 
Покажем, что это свойство имеет место в (10). 

Представим множитель (—t) l в виде (— 1) ' t ' и укажем 
правило, по которому г.<0 возводится в степень. Будем считать, 
что с== |с|е2(Р и с" = |с |" ef"Ф, где | с | и Ф —модуль и аргумент 
некоторого комплексного числа с. 

Тогда достаточно считать в (5) и (10), что параметр v0 есть 
комплексное число и arg(i>0)-= —-ш, т. е. t>o — ( - -)~я I"-'о |-
В самом деле, комплексные выражения в (5) и (10) появляются 
ТОЛЬКО в комбинации t)utn, которая должна быть положительна. 
Действительно, если vQtn'1 = v(xo, t) — скорость поршня, то 
- vQtn - г (x0> t) > 0 - его радиус (dr}dt=<v, /г>0). При этом 

в случае сжатия скорость поршня v(xQ, t) = nr °' отрицатель­
на, так как ^ < 0 , а в случае разрежения - положительна. Легко 

TIP (jC t} 
видеть, что вследствие (10) всюду v(x, t) — —• ' , т. е. для 
•случая сжатия всюду <»<0. 

Положительность произведения v0tn, необходимая для 
г(х, / ) > 0 и действительности других функций из (10), обеспе­
чена требованием Wo-=|u0|(—1)", так как 

vot»=\v0\{—1)-п(—1>"| •*|**-------- |ool -
Рассмотрим при этом выражения (10). Из них следует, что 

при любом п > 0 и ^ < 0 (задача сжатия) величины А,, ос, (3, б, 
G - - 8--неотрицательны, как и размерные величины, которые они 
представляют. Функции и-, щ, т), £, %, qb qe и <7/?-• всюду 
неположительны, знаки т и %' совпадают со знаками соответ­
ствующих размерных величин, а знаки а>е и ш—-противоположны 
знакам размерных тепловых потоков Wе и Wt соответственно. 

дТе,1 dQe,i 
При этом знаки производных ---—• и ------ одинаковы. 

Для задач разрежения, где t)0>0, г.>0, знак любой безраз­
мерной величины совпадает со знаком соответствующей размерной. 

Проанализируем теперь выражения (14) при v0 = \v0\( — \)~п. 
Рассмотрим сначала случай /г-=0. Тогда размерные величины 
at > 0 по своему физическому смыслу. Легко видеть, что пока­
затели степеней щ у •о"' в правых частях выражений (14) пред-
ставимы в виде щ=—-, где bt — числитель соответствующего 
данному номеру i условия автомодельности (13). Следовательно, 
^ ' ' " " Ч ^ о Г 1 7 " (—-)]*•• Теперь заметим, что bl=2ml — di, где 
•dj = l для г = 1 , 2, . . . , 5, ^ = 3 для £ = 6, 7, 10 и dz — 0 для 
i — 8, 9. Таким образом, dt — нечетно в выражениях для размер­
а х коэффициентов и равно нулю в выражениях для безразмер­
ных. 'Но тогда •w~'-/ — К Г*-/я [(----1)-Г'( — 1)*'. Знак этого 
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.выражения определяется значением величины dt. Так, для раз­
мерных коэффициентов v~bi/" = (-~l)\v0\~biln<.0, для безразмер­
ных a -*' ' — |"оГ*- / И>0, та-< как di = 0. Следовательно, в выра­
жениях (14) A . < 0 для 1 <i<7, i = 10, и A . > 0 для i = 8, 9. 

В случае lt=fc0 соответствующий аргумент, появляющийся 
при возведении в степень t'1, должен быть приписан размерной 
ПОСТОЯННОЙ at. При этом приведенный выше анализ знаков вели­
чин A; остается в силе. Примеры выражений (2) для lt^Q 
[24, 63, 65, 66] будут приведены ниже при построении аналити­
ческих решений системы безразмерных уравнений. 

Для задачи разрежения, где t)0>0, ^ > 0 , все Л г > 0 . 
Обратим внимание на то, что в задачах сжатия отрицатель­

ность коэффициентов диссипации я-,г, г\, £, % и безразмерных ИС­
ТОЧНИКОВ qe,i, qelt qR определяется в системе уравнений (17) их 
выражениями через A, и безразмерные температуры 0е,- и плот­
ность б: Л.6 'б '. Формулы для Г-.г и р в (10) таковы, что при 
возведении в степень Те,\ и р ' знаки всех сомножителей в пра­
вых частях не меняются. Поэтому следует считать %'"\ и б''' неот­
рицательными при любых mi и kt. Например, пусть п=\ 

( ? ) о — - Ы ) . а m = i . Тогда г=----£-*--е (|) и Т 1 / 2 = - ^ - Х 

X l t l - ^ U ) . где е и 2 > 0 . Запись Г1/2 = - ^ ftf'2 (Ъ) с 6 , / 2 < 0 
привела бы в общем случае, как показано ниже (§ 2), к наруше­
нию второго начала термодинамики. 

Таким образом, единственное отличие описания автомодель­
ной задачи сжатия от задачи разрежения с помощью системы 
(17) состоит в следующем. Знаки безразмерных постоянных A. 
в выражениях для коэффициентов диссипации в системе авто­
модельных уравнений отрицательны в задачах сжатия и поло­
жительны в задачах разрежения. На основе сделанных здесь 
утверждений можно провести качественный анализ системы 
(17) и сравнить поведение решений для автомодельных сжатия 
и разрежения одной и той же среды. 

Сформулированный принцип перехода от автомодельной за­
дачи разрежения к автомодельной задаче сжатия, состоящий 
в введении в граничные законы режимов с обострением и в-
смене знаков Ан (и знака скорости v), справедлив и более об­
щем случае, когда параметр конечной массы х0 в задаче не со­
держится. Это открывает широкий простор для исследования 
нового класса граничных режимов — режимов с обострением — 
опирающегося на хорошо изученные [19-21, 23—28, 40, 41, 86,. 
87, 107, 106, 126, 128, 141] автомодельные задачи степенного ви­
да, в которых 0<t< + oot ^_>+оо. 
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§ 2. Эффекты локализации и образования структур 
2.1. Неподвижность эффективных фронтов тепловых волн. 

Рассматриваемое здесь решение (10) системы (1) описывает 
движение сплошной среды, в котором в силу разделения пере­
менных отсутствуют ударные волны, а фронты тепловых волн 
неподвижны по массе. 

Отсутствие ударных волн доказывается тем фактом, что мас­
совая координата фронта волны хув связана вследствие (10) с без­
размерной координатой !|ув соотношением ХУВ = 1УВ-Х0. Число |ув 
должно быть найдено из решения системы автомодельных уравне­
ний. При этом xye не зависит от времени (свойство S-режима). 
Но тогда отсутствует поток массы через фронт ударной волны, 
что противоречит ее определению. 

Характерная глубина проникновения тепла от поршня за счет 
процесса теплопроводности есть 1т с* у -TH*M • С учетом (10) это 
выражение принимает вид hav^y \v.\jb. Отношение 1т к радиу­
су поршня r(xa, t) = ЪоР'Кь остается постоянным. Следовательно, 
размеры тепловых иеоднородностей в процессе сжатия умень­
шаются так же, как и размеры сжимаемой среды. 

Чтобы оценить глубину прогрева в массовых координатах, со­
ставим выражение xT = prNlT. Тогда получим, что глубина про­
никновения тепла по массе есть хт~~\/ 5-4- ] t \ = xo Y\ хл/ • гДе' 
%л — РгШу' = —+— * л ~ •"лагранжев» коэффициент теплопроводности,. 
а У'Л — 6Яш>с. Отсюда видно, что хт не зависит от времени. Сле­
довательно, любые выделенные точки в профиле температуры 
(например, максимумы Те(х, t) или -T.(x, 0 ) находятся на од­
ном и том же участке массы, связаны с одними и теми же жид­
кими частицами среды. 

В первоначальных работах [66—70, 88, 89, 91] именно это 
свойство, присущее решениям в разделяющихся переменных, 
получило название эффекта локализации. Первый пример ре­
шения в разделяющихся переменных, демонстрирующего эффект 
локализации тепла в неподвижной среде с нелинейной тепло­
проводностью, был приведен- в [122]. Его дальнейшее изучение 
получило значительное развитие при анализе чисто тепловых 
задач (без учета газодинамического движения) [70, 76, 88—90, 
92, 93, 118, 120]. Существенным было выделение класса реше­
ний, в которых воздействие режима с обострением на неограни­
ченную среду вызывало изменения лишь в конечном ее участке. 
При этом, как было показано, локализация имела место не 
только в решениях c разделяющимися переменными (например,, 
в LS-режиме) [32, 70, 76, 118]. Был изучен и процесс «выхода»' 
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.на локализованный режим (не обязательно автомодельный), во 
время которого фронты тепловых волн продвигались по массе. 

В дальнейшем так понимаемое свойство локализации было 
обнаружено и в задачах газовой динамики (см. гл. 1), а с по­
мощью построенной математической теории обобщено на широ­
кий класс режимов с обострением (как граничных, так и возни­
кающих в самой среде за счет объемных источников тепла) 
[29—37, 57, 58, 115, 117—120]. Результаты таких исследований 
привели к формулировке некоторого общего понятия «инерции 
тепла» [77]. 

Таким образом, изучение явлений «инерционности» различ­
ного рода воздействий на сплошную среду с помощью теорети­
ческого и численного анализа различных математических моде­
лей привело к созданию теории, связывающей действие в среде 
режимов с обострением с эффектом локализации тепловых и га­
зодинамических процессов и с условиями возникновения в ней 
.соответствующих структур, т. е., в конечном счете, с выяснением 
закономерностей самоорганизации среды. 

Отметим теперь следующую особенность решений (10). Пусть 
Tt(x, t)=T,(x, t). Однотемпературное приближение справедли­
во, если время релаксации температур, пропорциональное %-1. 
мало по сравнению с характерным временем сжатия или расши­
рения. Пусть при этом профиль температуры не монотонен по 
•массе: максимумы Т(х, t) чередуются с минимумами. Примеры 
таких решений приведены ниже в п. 2.6 и наглядно иллюстри­
руются рис. 15 и рис. 17. Выделим теперь мысленно участок 
•среды между двумя соседними минимумами. Тепловые потоки 
.на границах этой неизменной со временем массы равны, нулю. 
Следовательно, выделенный участок среды представляет собой 
замкнутую в термодинамическом отношении систему. Тогда 
если максимум температуры в этом участке обязан своим про­
исхождением действию объемного источника тепла Q(p, Г), то, 
в соответствии со вторым началом термодинамики, энтропия 
этой массы должна возрастать. Это . утверждение позволяет 
связать немонотонность профиля температуры, характеризую­
щую свойства решений системы (17) автомодельных уравнений, 
с законом изменения во времени энтропии, который просто сле­
дует из вида (10). Тем самым, формулируется необходимое 
условие существования немонотонного по пространству решения 
и, следовательно, наличия в среде максимумов температуры 
(тепловых структур). 

2.2. Качественное исследование системы уравнений для без­
размерных функций (17). В общем случае оно представляет 
собой сложную задачу. Тем не менее, при анализе (17) можно 
выявить некоторые общие закономерности. Наиболее сущест­
венной из них является связь между изменением во времени 
полной энтропии системы и наличием или отсутствием немоно-
тонностей в профиле температуры. Именно, появление тепловых 
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структур, т. е. локализованных на определенных участках массы 
максимумов температуры •&,(Л.) или Ь{{Х) в сжимаемой или рас­
ширяющейся по автомодельным законам (Ш) среде однозначно 
связано с ростом энтропии среды со временем. 

Для выяснения указанной выше связи между изменением 
энтропии системы со временем и характером профиля температуры 
рассмотрим сначала однотемпературную задачу. В ней Тг = Те, 
p=Pi+Pe=pR{i+Z)T, 6 = e / + 6 - - ? 4 r ( i + z ) r . 
. В соответствии с (10) энтропийная функция 

S =--- pp-v = х\~у (Vat"fl"*t-^ (I) 6-Y (I), 
2 где, с использованием (17), — = 1 — N-\- Y(-V + l). Интересуясь 

"-ременной зависимостью функции S, можно записать 
2 ( - - - 1 ) 

S = A:»-v|--o|-/«-|t| U* ;p(.i)6-v(^), 

•т. е. S~(i2)m* одновременно для режимов сжатия и разрежения. 
Энтропия единицы массы S выражается через S следующим 

•образом: S = c^ln —-, где 2 —размерная константа, a cv — 
=-= __". '. Логарифмируя выражение для 2, получаем: 

S=-cV P(^--1)1nt- + cvr1npб^ + cl,1n27^'-«^VKlil/*•• (24) 
Изменение энтропии со временем дается формулой 

^Ы^~1)т=с^- (25) 

Отсюда следует, что для режимов сжатия (— со < t < 0 , t-^-0) 
энтропия нарастает в режиме с обострением при пг^ < 0 (т. е. при 
й</г.,.), постоянна при т% — 0 («•-—/г^) и убывает при т. :..>0 
(я >«...). В режимах расширения наоборот: энтропия убывает при 
>«•!.< 0 (п<п^) и растет при я ^ > 0 (/г>/гй:). Легко видеть, что 
s рассматриваемом здесь случае разделения переменных энтропия 

всей системы (полная энтропия), равная Si.— ] Sdx, ведет себя 
о 

со временем точно так же, как и удельная S: 
^Г=суХо^-. (26) 

Теперь оказывается возможным провести элементарный ка­
чественный анализ (17) (сначала для однотемпературной сре­
ды), руководствуясь только принципом возрастания энтропии в 
замкнутой термодинамической системе. 
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Установим сначала, в каких случаях существуют решения 
системы (17) в отсутствие теплопроводности. 

Если в среде при этом отсутствуют и другие диссипативные 
процессы (источники и стоки тепла), то ее энтропия неизменна. 
Значит, решения такой адиабатической задачи возможны лишь 
при п=п, (т. е. т» = 0). В самом деле, при этом уравнение 
энергии в (17) сводится к пт(3=-0 и нетривиальное решение 
Р(Я) соответствует случаю п — 0. 

Пусть теперь в среде присутствуют только источники тепла. 
Тогда энтропия системы должна возрастать. Это означает, что 
решение 'существует лишь при n < n , (т. e. пТ<0) для сжатия 
и при n > n , (т. е. nT>0) для разрежения. Для уравнений сис­
темы (17) это означает, что знак безразмерных источников 
(Ф, qi и т. д.) совпадает со знаком величины nv Тем самым, 
формальный анализ, определивший знаки безразмерных Аи 
дает правильное значение изменению энтропии. Например, при 
сжатии энтропия замкнутой термодинамической системы с энер-
говыделенкем будет возрастать лишь при условии, что соответ­
ствующий коэффициент Ai в члене источника отрицателен. 

Далее, очевидно, что если в среде присутствуют только сто­
ки тепла, то решение существует при n > n , для сжатия и п>п. 
для разрежения. 

Если в среде присутствует теплопроводность (У.=£0), то реше­
ние существует при любых /г>0 с соответствующими значениями 
граничных величин (0* или со.,.). При этом поведение энтропии 
диктует тог или иной характер профиля температуры. 

Заметим, что при г.фО появляется удобное соотношение, опре­
деляющее возрастание ИЛИ убывание энтропии как для режимов 
сжатия, так и разрежения. Именно, если 

sign от... — sign и, (27) 

то энтропия возрастает. В самом деле, для сжатия ?:<0, а энтро­
пия возрастает при т^ < 0 (см. (25)). Для разрежения х > 0 , 
и энтропия возрастает при т . . .>0. 

Рассмотрим теперь случай, когда в среде отсутствуют лю­
бые диссипативные процессы, кроме теплопроводности. 

При этом, если энтропия 5 каждого элемента массы возрас­
тает (см. (25)), то профиль температуры .0 должен быть моно­
тонно растущим от центра к поршню. В самом деле, только по­
ток тепла за счет теплопроводности от границы плазмы может 
увеличить энтропию среды в этом случае. Если же энтропия 
убывает, то, напротив, профиль температуры 0 должен быть 
моиотонно падающим от центра к поршню. Вывод тепла за 
счет теплопроводности обеспечивает убывание энтропии в каж­
дом элементе массы. 
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Из системы (17) в этом случае с учетом со(0)=0 
что 

{lambda} 
пу Г$%Ndk 

d® о 

Пу 

Знак dQ/dX в (28) определяется знаком отношения -----

X—*• Если /я... и Y. одного знака, то de/GU>0, в 

следует, 

(28) 

противном 
•к 

случае d0/dA.<O. Тем самым, правильный знак dB/dh, согласую­
щийся со вторым началом термодинамики, определяется при ка­
чественном анализе (17) в том и только в том случае, если знаки 
At выбраны в соответствии со сформулированным правилом: -4 ; <0 
для диссипативных процессов при рассмотрении сжатия. 

Отметим, что в частном случае m!i.-=0 производная -рг — 0. 
Таким образом, адиабатическое сжатие теплопроводной среды 
в режиме с распределяющимися переменными происходит при одно­
родном по пространству профиле температуры, как если бы тепло­
проводность среды была бесконечно велика. 

2.3. Профиль давления. Как следует из (17), в отсутствие 
вязкости (т = 0) он монотонен. При этом для л < 1 давление 
падает от центра к поршню. В этом случае сжатие происходит 
c замедлением, полная энергия сжимаемой массы 

•Л о 

E (* ) -$(s+^)dx~ ( -02 ( M - l ) 

падает со временем (^->0), тепло при наличии теплопроводности 
(или стоков тепла) отводится из системы (n>1>/i.,.— режим 
убывания энтропии). Расширение при п > 1 происходит с ускоре­
нием и возрастанием полной энергии Е (!.)•--•t2li"~l\ г.-> + оо. 

При п<1 сжатие происходит с ускорением и увеличением 
полной энергии E(t), а расширение—с замедлением и падени­
ем величины E(t). Профиль давления в этом случае—расту­
щий от центра к поршню. 

Наконец, в случае п=1 (случай сохранения полной энергии 
системы E(t) =const) давление постоянно по массе (р(А)-= 
=-const), как если бы скорость звука в среде была бы беско­
нечно "велика. Поршень в этом случае движется равномерно. 

2.4. Немонотонное распределение температуры по простран­
ству. Оно может иметь место при наличии в теплопроводной 
среде источника тепла. Необходимым условием существования 
такого профиля температуры является соотношение (27), т. е. 
требование возрастания энтропии. Этот вывод, основанный на 
простых физических соображениях, в случае разделения пере-
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менных достаточно очевиден (как было показано выше) и лег­
ко доказывается на основании анализа (17). 

В самом деле, обозначив vi+.7c=.7, из (17) получим 

•£=Щ Р ^ Я - - ^ $ (Ф + 9 ) Л . (29) 
Соотношение (29) обобщает (28) на случай наличия источников-
Напомним, что в (29) Р-=Рг + Р-, й = й£ + й-, 0----6*----6-. Теперь 
видно, что если (27) нарушено, т. e. sign да...----signrty— —signv. 
(энтропия убывает), то оба члена в правой части отрицательны. 
Следовательно, — < 0 для любой точки отрезка [О, А,.-.], на кото­
ром рассматривается решение. 

При выполнении (27) профиль температуры может быть моно­
тонно убывающим, если 

{lambda} ^ 

о о 
монотонно растущим от центра к поршню в противном случае, и* 
наконец, немонотонным, если найдется хотя бы одна точка с ра­
диусом Л,г6[0, Я..,] такая, что 

{lambda}--
[(/гтР-Ф — ?)?ЛЛ = 0. 

lo 
Для выяснения смысла экстремума в %т легко получить выраже­
ние для d20/d.\2 из (29): 

Здесь для простоты рассмотрен случай, когда mi-=m- = frt, kx — 
= k2 = k. 

Необходимые и достаточные условия существования макси­
мума температуры не в центре и не на поршне (т. е. 0<А--<-'•*) 
определяются из (29), (30): 

р(0)-п-1ф(0)- /г-^(0)>0 , 

Р (V) - /г~1ф (М - V ? (М < 0, 

f {tly$-q — 4>)XNdX=*0. 
о 

Для каждого конкретного решения, для определенных зна­
чений да,-, ku Af и N требуется конкретный анализ реализуемо­
сти (31). Более того, требуется еще показать существование, ре­
шения (17) при данных граничных условиях (9*, к, и др.), ука-
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зать зависимость условий существования решения от граничных: 
условий и набора т., ки А{. 

Анализ поведения энтропии помогает и в этом случае. На­
пример, уже показано, что в теплопроводной среде при убыва­
нии энтропии dQ/dX<Q всюду. Значит, в принципе возможны 
решения с любыми 8, вплоть до 9, = 0. Напротив, в случае воз-
растания энтропии всюду --. >0, и поэтому G(O)<0(l). Зна­
чит, так как 9(Я)>0, в принципе существует некоторое ограни­
чение снизу на 8*. Нет смысла ставить условие 0*-=О, так как 
решение в этом случае либо не существует, либо тривиально 
(6----0). 

Анализ изменения энтропии в теплопроводной среде при на­
личии только стоков тепла сразу приводит к выводу: в режи­
мах неубывания энтропии температура монотонно растет от 
центра к поршню, в противоположных случаях возможны не­
монотонности в профиле 6. 

2.5. Анализ профилей температур в двухтемпературной 
среде. Его можно провести на основе сделанных выше утвержде­
ний. В силу (10) для каждой из компонент энтропийная функция 
.---•= ре?~у и -W = piP~Y изменяется со временем так же, как и 2». 
т. е. 2--,(~-(1-2)'"*. Для энтропии S- и S. справедлива (24) и 

RZ R 
(25) с заменой Су на ске — --_, и cvi — , соответственно. 
Отметим, что аддитивность энтропии, означающая, что 5 = 5£-|-
+ S-, здесь выполняется путем выбора ПОСТОЯННЫХ: (1 -T-Z)Ec+2=-
= ZSf(!{cdot}S(,/. Это допустимо, так как энтропия идеального газа. 
определена с точностью до постоянной величины. 

Таким образом, выводы относительно характера распреде­
ления температуры, приведенные выше, верны для каждой из 
компонент в отдельности, если иметь в виду, что обменный член 
qei является источником тепла для той компоненты, температу­
ра которой ниже, и стоком тепла для другой. Выражение (29) 
обобщается в этом случае для каждой из компонент: 

{lambda} dQi 
dl 

dQe 

1 
щ%м 

1 

^(Hyfr-V-qt-qed^dX, 
(32)-

<Л fa» \ (nvP- — qe + qei + Ян) ^Ndk. 

2.6. Численные и аналитические примеры решений систе­
мы (17). Эти примеры подтверждают основные выводы качест­
венного анализа о поведении профилей давления и темпера­
туры. 

Приведем здесь некоторые из решений системы (17), иссле­
дованные ранее в [66—70]. 
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Прежде всего отметим следующее важное свойство 
решений (10) задачи (1) —(7). Пусть найдено решение 
системы (17) на отрезке %£ 0, — , так что безразмер­

ная скорость поршня а — =-=1, а безразмерная масса 

J 6KNdX — \. Рассмотрим некоторую точку Л.: 0 < Я1 < n_1. 
•о 

В силу того, что радиус г {хъ t) =vQt'% (11), g 1 = x 1 / x 0 < l 
является эйлеровой координатой вполне определенной лагранжевой 
массы (.х,), его движение можно трактовать как движение, поршня. 
Именно в силу разделения массовой и временной переменных, 
можно наряду с данной рассматривать и другую задачу, поршень 
в которой находится в точке 1Х (причем Хх — произвольно!) и на 
нем задан соответствующий граничный режим: a(Kl) = nii = al, 
8(-1-i) — 8i или co(Xi) — coj. При этом решение новой задачи есть 
просто «.часть» решения исходной задачи, взятая на некотором 
внутреннем отрезке: [0, A-Jclo, •—•]. 

Легко видеть, что решение новой («внутренней») задачи есть 
решение (17), как и исходное, но для других параметров ха и vQ. 
Получающиеся из первоначального решения постоянные ах или р1, 
Qi или ©1 определяют перенормировку х0 и v0. Так, если в исход­
ной задаче на 0 < Х •</г1 решение с а(1 ]п) = 1, 0(1 /п) = 6* 

и J 8%Nd%=\ соответствовало величинам x0 и «-, то часть этого 
о 

решения на отрезке [0, Ъг], А,1<— с a(kl) = al, e(?n) = Gi и 

J Si-̂ d-A,-==.;- соответствуют решению (10) задачи (1) — (7) с я-у1- — 
о 
= !i-.c0 и ю^—1гк\Юй. При этом, естественно, масштабы размерных 
величин (скажем, плотность, давление, температура), не такие 
(определяются x'1) и v^), как в «старой» задаче (где они опре­
делялись х0 и vQ). 

Основой подобного рассмотрения служит наличие у системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (17) преобразования 
подобия вида 
g—А| | , Я,—АдЛ. а—А аа, 6 — А-8, P'-=kpP, e' = ke6, . . . , 
где 

k^7\ kk=ka = {n%x)-\ ks-^if+'ir1, h-i^if'llT\ 
ko = (nXi)'^, . . . . 

Аналогичное преобразование подобия использовалось при 
построении автомодельных решений в гл. 1. 
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Указанное свойство системы (17) позволяет вместо задачи (18), 
(19), (22), (23) с условием (21) на отрезке I 0, —1 рассматривать 
также задачу со(0) = 0, е (?.*)•—В* на некотором отрезке [О, Х^.], 

так что J 6XNdX=^\ и К^ф—. Параметры I* и %* этой задачи 
о 

используются для определения интересующих нас в конечном 
счете размерных значений массы среды, ее температуры и т. д. 

Такой подход дает определенные преимущества при интегри­
ровании системы (17), так как теперь можно решать ее числен­
но как задачу Коши с условиями со.(0) -=-= 0, 6(0)---б- и р(0)-=р0, 
где 6о и Ро — некоторые постоянные. «Оборвав» счет при некото­
ром %=й, получающиеся здесь значения 0(.\i), j3(?w), «.(Я1) 
можно приписать поршню. При расмотрении задачи с сингуляр­
ными значениями р0 и 0О нужно использовать разложения реше­
ния при к-*~0, которые нетрудно получать из (17). 

Такой способ численного решения задачи (17) — (23) ис­
пользовался в [63, 66—70]. 

Проиллюстрируем случай возникновения тепловых структур 
при / J</IS . в режиме возрастания энтропии для сжатия примерами 
из [66]. Отметим здесь, что случай полностью ионизованной 
плазмы [15], где т , = й1.---/Вз-=5/2, /ге4— — 3/2, ki = k2 = k3 = 0, 

Jti = 2 и /; = 0 для всех l < t < 4 удовлетворяет условиям авто-
4 

модальности (13) с показателем п— •, „ 55/г.?, так что /£..?=• 1 
для N = 0, /г^=4/5 для 7V —1 и /.•.- = 2/3 для N = 2. 

Решение для вязкого однотемпературного теплопроводного 
газа при N=2, >:=-= — 0,1.65/2, £ — — 5е5/2> y = 1,2 приведено 
на рис 15. В этом случае я = а1Г5'2, п = 2/3, я.. — 3 \~~is > 

2 > ---•=п, так что энтропия возрастает. Появление максимумов 
температуры 0 вызвано действием ионной вязкости, в качестве 
которой в этой модельной задаче взята «вторая» вязкость. Давле­
ние р в этом примере ведет себя немонотонно, однако полное 
давление f$—т монотонно растет, как и следует из анализа (17) 
в случае п< 1. 

Используя выражение для %е из [15] и подставив в (14) чис­
ленное значение a-i, находим для этого случая, что xQv~6 SE 
s=;3,8.10-34 MAr 1 г-см-6 с4, где Mi.-"- — — атомный вес иона 
плазмы, тр — масса протона. Для водородной плазмы (Z — 1, 
Mi = l) получаем, например, что если .xos-;10"4 г, то |~ 0 |ш 
es 1,2.106 см. с-2/3. Поскольку в данном примере Ь,*яи0,37 и 

"к* as 0,70, то полная масса 4а|,,..х0^465 мкг, а положение пор­
шня на момент t——10"9 с есть г.,.^820 мкм. Принятые значения 
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Рнс. 15 Рис. 16 
Рис. 15. Профили безразмерных температуры 0 (1) и плотности б (2) в за­
даче о сжатии вязкого теплопроводного газа в режиме с возрастанием энтро- ' 

пии 
Рис. 16- Профили безразмерных температуры 0 (1), источника тепла —.7. (2)„ 
плотности б (3) и теплового потока —ш (4) в задаче о сжатии теплопровод-/ 

ного газа с объемным источником тепла в режиме возрастания энтропии 

параметров приводят на момент t— — \ не в этом примере к вели­
чинам плотности pes0,2 г/ш3 и температуры Т£ё1,6 кэВ. 

Приведем теперь пример тепловой структуры, вызванной 
действием объемного источника тепла. Снова рассмотрим случай: 
Л/ = 2, /1=2/3 и Y = - . 2 - Для ке пусть справедливо, как и 
в предыдущем примере, выражение из [15], а х = — 0,274б5/2. 
Объемный источник Q — QiJ-Qe возьмем в виде Q.-.-p1-.--'1,6 так, 
что <7= —- 1,0б1,6р1,3. Зависимость ~ Т 1 , 6 характерна для сечения 
термоядерной реакции 3Н (d, /i)4He при Г ~ 2 0 кэВ [75]. Зависи­
мость Q—-р1,3 чисто модельная и взята, чтобы /е,7 = 0 при 
/.. = 2/3. Результат численного решения такой задачи приведен 
на рис. 16. 

В соответствии с выводами качественного исследования сис­
темы (17) в данном примере реализуются условия, приводящие 
к появлению немонотонного профиля температуры. Это явле­
ние аналогично явлению автомодельного Г-слоя [20, 24, 28, 130]. 
Источником нагрева в данном примере служит не джоулево 
тепло, как в магнитогидродинамическом Г-слое, а объемный 

.источник тепла, моделирующий энерговыделение за счет тер­
моядерных реакций. 

В случае сжатия однотемпературного газа с х = а-Г5/2 и 
•у ==5/3 параметр л = 2/3, а л.*-=1/2, так что п>аЛ, и осу­
ществляется режим убывания энтропии. В этом случае тепловые 
структуры могут существовать только за счет стоков тепла. 
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Рассмотрим снова однатемпературную задачу с я— - 0,000185/-
и 9.?= -1,5б5/301/2. Сток д.? моделирует потери за счет объем­
ного излучения. Значение А10 = 5/3 выбрано для того, чтобы 
д = 2 / 3 в (13) и iio-=0. Результат численного решения приведен 
на рис. 17. 

Наконец, рассмотрим случай сохранения энтропии в диссипа-
тивной среде. Снова рассмотрим случай /V = 2 и л. = 2/3, но 

2 2 
положим y = 4/3, так, чтобы /г —..-_-=----. Примем следующие 
значения для безразмерных коэффициентов диссипации в двух-
температурной среде: и -= — Юе^2, к . = — 0,274ef/?,--|= — O,O70 /̂2, 
%== — 0,944б2б73/2- Такие соотношения между безразмерными At 
отвечают в соответствии с [15] случаю полностью ионизованной 
водородной плазмы. Результат численного решения системы 
(17) для данного случая (с соответствующими граничными 
условиями) приведен на рис. 18. 

Se,fli 

5~—Л__^^ 

о ——--4 

5- 3/ ' - г 

0,2 0,3 X f -A 

Рис 17 Рис 18 
Рис 17. Профили безразмерных температуры 0 (1) и плотности б (2) в зада­
че о сжатии теплопроводного газа с объемным стоком тепла в режиме убы­

вания энтропии 
Рис. 18. Профили безразмерных температур Qi (1) и 9-- (2) и плотности 6 (3) 

в задаче о сжатии плазмы в режиме с сохранением энтропии 
Профиль qei в рассматриваемом примере неравномерен по 

пространству. В центре qei очень мал из-за малости плотности Ь. 
Вблизи поршня благодаря резкому росту плотности величина 
Х~б2 достигает заметных величин. Однако здесь невелико зна­
чение 9-—Qi и в целом qei не оказывает значительного влияния 
на поведение температур: компоненты плазмы'(ионы и элект­
роны) ведут себя как бы независимо. 

В данном примере в ионой компоненте присутствует источ­
ник тепла — вязкость. Вследствие этого профиль б..— падаю-

С 
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щий, выпуклый. В рассматриваемом режиме пт = 0, а сток 
•7ei~ (бе—8ii) слишком мал, чтобы обеспечить необходимый для 
сохранения энтропии отвод «вязкого тепла»- Поэтому по всей 
массе оно отводится посредством ионной теплопроводности. Та­
кое поведение 6. предсказывается (32). Поскольку qei мал, то, 
как и следует из (32), для электронной температуры 0е наблю­
дается гомотермичность (nT-=0). 

2.7. Аналитические решения системы (17), построенные для 
некоторых частных случаев. Они подтверждают выводы качест­
венного анализа, а также иллюстрируют следующую важную 
особенность решений (17). При интегрировании (17) с исполь­
зованием граничных условий всегда остается одна из постоян­
ных интегрирования, которая должна быть определена из усло­
вия (21), так как переменная g исключена из (17), благодаря 
(15), (16) (не рассматривается уравнение неразрывности). 
В частности, при задании вместо (19) условия (20) соотношение 
(21) служит для определения параметра К,Ф п . Интеграл (21) 
на решении выражает связь между безразмерными параметра­
ми задачи: величинами Аи некоторыми граничными условиями, 
а также параметром Я,, который в общем случае не равен п~х 

(при условии (20)), а подлежит определению. 
Приведем здесь наиболее простые примеры анализа такой 

СйЯзи. Более сложные случаи, связанные с задачей о зет-пинче 
(система (1) с учетом азимутального магнитного поля и при 
iV = 1—.см. § 4, (47)), разобраны в [24] (для разрежения). 

Известные в настоящее время общие случаи интегрируемо­
сти системы (17) в конечном виде относятся 'К двум классам: 
либо" я = 1 , либо n = n». В первом случае существует интеграл 
энергии, во втором — энтропии, т. е. сохраняется либо величи­
на E(t), либо S(if). В обоих случаях система (17) упрощается. 

Случай п — п, в отсутствие диссипативных процессов (адиа­
батическое сжатие вещества) достаточно подробно изложен в 
гл. 1 этой статьи и в цитируемых там работах. Подобные реше­
ния известны уже давно [135] и изучались различными метода­
ми [5, 59, 60, 63, 70, 81, 112] (см. также библиографию в [70]). 
Рассмотрим ниже другие случаи. 

Пусть п—п*, но в среде присутствует процесс теплопровод­
ности. Остальные диссипативные процессы исключим из рас­
смотрения- В соответствии с (13) показатели т, k и 1в выраже­
нии % — aTmphtl удовлетворяют условию 

2 2т—1 — 1 
2 + (N + l)(4—l)~2m—k(N + \) + N—l\ 

Например, при N = 2, y = 5/3 (ft.-. —1/2) автомодельный режим 
будет осуществим для % = аТ3/2. 

Обратимся теперь к (17) для этого случая (среда однотемпе-
ратурна). Поскольку пу= 0, а. яфО, то 6 = const. Постоянная 
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интегрирования определяется из граничных условий 6(^.)—8., 
т. е. 6 = 0.. Заметим, что в этом решении не присутствует значе­
ние параметра А — он как бы бесконечно велик. Поэтому при­
веденное здесь решение справедливо и для случая разрежения, 
и для случая сжатия. 

"Учитывая теперь, что р = 69 = 6,8 (А,), находим б (Я) из пер-
вого уравнения системы (17). Найденное решение имеет вид 

6 ( X ) - C i e w ; р М ^ С г б . е ^ ; в(Я,) = е». (33) 

Здесь введено обозначение ц =--•"* ~п*>. 
Из условия (21) находим постоянную интегрирования 

С1-1/ФМ, (34) 
1/я* 

где функция Ф(р,)— j XNe^dk. о Из (34) следует, что 

d£1= ^ = J >0, 

т. е. С, (вА) растет с ростом 6.... При e^-voo, Ci (8*){to}C0 — 
= (N-\-l)nN+l, и всюду С-<С-о для конечных 0*. 

Покажем, что С-->0 при б^-^О. Это означает, что Ф(|х)->оо 

при р,->оо. Ф^= J X-v+2ew 'd^>'0 и ф(О)---^—--==0-1 
о 

(А.,. — — ]. Следовательно, Ф ({mu}) растет с ростом \i и надо лишь 
показать, что lim Ф (fA)=. оо. Но 

| l - j - o o 

Ф(ц)= \ АЛе^Л-ц 2 \ y-Ve^dz/-—ц 2 ^ (•-—-). 
0 0 
и 

где Чг (и) = ] yNo.v*dy. Легко проверить, пользуясь правилом 
о 

Ц Л Г - 1 е и -
Лопиталя, что Нтг1 ; (#)=--hm -5 . Но тогда 0([x){to} 

eM.{lambda}*J 

9 
И-5-ОО W-t-OO 

Построенный пример служит иллюстрацией к качественному 
выводу о гомотермичности решения в случае п=п, и %Ф0. 
При 6,{to}{infty} решение (33) стремится к однородным распределе­
ниям подобно решению задачи об изоэнтропическом сжатии, в 
котором p(0){ne}0 при o-(-{to}°o [68, 66, 70, 112] (в изоэнтропиче­
ском случае рб~т ==00=const). 



Качественный анализ (17) в случае наличия одной тепло­
проводности указывает необходимые условия совместной лока­
лизации тепловых и газодинамических воздействий в S-режиме 
[49]. Именно, во-первых, должно быть п < 1 — только в этом слу­
чае давление спадает от поршня внутрь вещества. Во-вторых, 
должно быть n<nt для режима сжатия, и п>п, для режима 
разрежения, чтобы температура спадала от поршня. Суммируя, 
имеем для режимов сжатия условие п<п*, для расширения — 
п . < п < 1 . 

Рассмотрим теперь случай n = l и учтем в (17) только про­
цесс теплопроводности (однотемпературная среда). Условиям 
(13) будет удовлетворять коэффициент теплопроводности вида 
x = aTmphtl при любом конечном т, если к и / связаны соотно­
шением (N,+\)k~N+t. В частности, если k=^N/(N+1), то /=0. 

В случае п = \ для давления, сразу получаем р = Po = const. 
Интегрируя при этом систему (17) на отрезке 0 < К 1 
[К* — — —1] с учетом граничных условий а>(0) = 0 и 0 (.*»*) —б*. 
получим Р = ро; о>—— М-! б (А,) = PoQ"1 (X) и 

0(^)-= 0 » - * + i _ ( m _ A + l ) ^ - r ( l - > 1 - ) ] m - * + 1 . (35) 

Здесь тфк — 1. Если же m = k — l, то 
-i-ft 

e(x)--=e*exp{-^--(1-^)}. (36) 
Анализ (35), (36) показывает, что при любых т и /г 6 (А.) растет 
с ростом % для A>0 (случай разрежения, т. е. возрастания эн­
тропии) и падает с ростом к для A < 0 (случай сжатия, т. е. 
убывания энтропии). Однозначное поведение энтропии (рост 
для разрежения и убывание для сжатия) для п = \ независимо 
от значения у обеспечено неравенством п*<1, прямо следую­
щим из условия Y>I1 . 

Константа интегрирования р0 находится из условия 
l8KNdX=l. Проанализируем связи, накладываемые граничны-
о 
ми условиями на параметры задачи. 

Сначала рассмотрим два простых примера при N = L 

т - = А = 0. Тогда е = е * - ^ ( 1 - Ь а ) и ^ = 

„ = 1. Отсюда находим, что р0 — 

-=2Л8* 1Д—е А I- Здесь А < 0 для случая сжатия и A > 0 для 

случая разрежения, так что _-Ц1—е А ) всегда положительно. 
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Далее, находим, что 0(0)== 0.,.е Л , т.е. О(О)>0* для сжатия* 
и 0(0)<о... для разрежения. В этом примере решение 0(.\.)=-
— G.,-e л [\-[

г%-[оА — ljj существует для любых значений А и 
0,,., причем решение с 0(0) = 0 для разрежения и решение с 0-..-= О 
для сжатия — тождественный нуль. 

Пусть теперь /n-=l, /г=-0. Тогда о-~{е» —1-£-(1 - ? - 2 ) | т . Вы-
i 

числив %_ ,— dV =- = 1, находим, что ft, =-29* — —. 
" J y4-Sf-<i-*-> 

Для сжатия (Л < 0) величина fS0 всегда положительна. Для раз­
режения, как оказывается, величины 0.., и р0 ограничены снизу: 
0*>-~.4-i Ро>~т- В самом деле, решение о (Л,) есть в этом слу­

чае 0 (Я) =• У (о# - - U ' -1- £*- (20*A - 1) . Значение 0 (0) > 0 при 
1 0*->~-г. В этом примере решение существует лишь для таких 

А, что Л>о~-. При этом постоянная интегрирования ро>0*. 
Для сжатия решение существует при любом Л < 0, в том 

числе и для 0..,-—0. В этом случае б(Я)--=(1 — Л,2)-1'2 не зависит 
от А, а Р о » - ^ " 0 W - - T J T -

В общем случае произвольных т, к, N анализ показывает, 
что поведение решения аналогично двум разобранным случаям. 
Так, для случая т—-lt+1>0, если допускается 0(0){to}0 для 
разрежения, то нетривиальное решение существует при следу­
ющем ограничении на параметр A: 

-A> ( '*""^ l )"KiV+l)(/it-A» + l)—2p-*. 

при этом 

(~0> 
(N+\){m—k+l)—2 

2 
1 

m—ft-H . i .к—m 
m-k + l i — ^ - . 

2 

Сходимость интеграла ] &XNdX при Я~>0 обеспечивается условием 
ж~/г-И>2/(Л- + 1).и 

Для случая сжатия существует нетривиальное решение с 
0.---О при условии /п>/г. 

В остальных случаях ограничения на параметры не возника­
ют, и как для случая сжатия, так и для случая разрежения ре­
шение существует при любых 0., причем при 0.—>-0 решение 
стремится к тривиальному: Q (Л-)—>-0 всюду. 
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§ 3. «Обращение» процессов во времени 
в диссипативной открытой системе 

«Обращение времени», введенное в § 1, гл. 2, было формаль­
ным приемом, позволяющим при анализе системы уравнений 
(17) для безразмерных представителей искомых функций одно­
временно исследовать как задачи сжатия, так и задачи разре­
жения. Элементарное рассмотрение простых задач, как и приме­
ры, приведенные выше, показывает, что решения формально 
«одинаковых», или «зеркальных» задач для одной и той же 
среды при —{infty}</<0, t-+0 и при 0<t< + oo, t-^-.+'oo отличают­
ся принципиально. Такое отличие было связано выше c требо­
ванием выполнения второго начала термодинамики. 

Тривиальным примером такого отличия может служить за­
дача о нагреве среды в режиме с обострением [76, 118]. Краевая 
задача для уравнения 

dT/dt = ~(k0TadT/dx), o>0, k 0 >0 

при Г(0, 0 = Г0( —t)-1/0 ( - ° o < * < 0 , *{to}0) и Т(х0, 0 = 0, 
TadTjdx | x-=u-- = 0 имеет решение в разделяющихся переменных 
Т(х, t) = T0{ — 0~1/C4l— x/xo)2/a> T(x,t) = Q всюду для х>ха 
и — оо<г.<0, [122], которое описывает остановившуюся волну 

•э V7r^\ 2 ( a +2) 1-/2 
нагрева. Здесь х0— У %Го у в—-

Задание «зеркального» режима Г(0, t) =T0t~Ua, 0<£<-f-oo 
{̂to}+{infty}, также допускает решение в разделяющихся перемен­

ных (остановившаяся волна охлаждения), принципиально, од­
нако, отличное от вышеприведенного. В этом решении, постро­

ит' 
ениом Буссинеском, /г-Г0.—-обращается в нуль при максималь­
ном значении 7'(x,/)>0 [101], а в [122] при 7(x,t)=0. 

Известно также, что в общем случае получить решение для 
сжатия сплошной среды, располагая решением для ее разреже­
ния, путем применения простого «обращения времени» (сим­
метричного отражения относительно некоторого момента вре­
мени) невозможно. Однако существуют примеры, когда разре­
жение и симметрично обращенное к нему сжатие являются 
реально осуществимыми физическими процессами. 

Одним из примеров является рассмотренная выше задача 
для среды, описываемой уравнениями газовой динамики с теп­
лопроводностью (§ 2, (33)) в случае сохранения энтропии. 

Другим примером служит процесс безударного сжатия, рас­
сматриваемый в рамках автомодельной задачи с разделяющими­
ся переменными (как, например, в [66, 70, 112]) и подробно ис­
следованный в гл. 1, который является обращением соответству­
ющей задачи разрежения. 
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Пространственные распределения величин в этих взаимно 
симметричных процессах совпадают для симметричных момен­
тов времени (в безразмерных переменных автомодельной зада­
чи эти распределения вообще фиксированы), а изменения вели­
чин со временем следуют одним и тем же законам при измене­
нии времен от i = 0 до t=.+ oo для разрежения и от t=—оо до 
£=0 для сжатия. Кроме этих тривиальных {п—п,) примеров, 
рассмотренные в гл. 2 автомодельные задачи при учете тепло­
проводности и источника тепла дают нетривиальные (n-7-=n. 
в общем случае) примеры открытой диссипативной системы, для 
которой взаимно симметричные движения имеют реальный 
смысл. Ниже построены такие движения. 

Рассмотрим среду, движение которой описывается системой (1) 
одномерных уравнений, и учтем в (1) только процессы теплопро­
водности и объемный источник тепла. Для простоты будем счи­
тать среду однотемпературной и пренебрежем эффектами вязкости. 
Оставим, в соответствии с этим, в (2) и (3) только х = «^ ' "Ф* 1 и. 
д •-= a67""«p*«. 

Адиабатическое движение рассматриваемой конечной мас­
сы среды без диссипативных эффектов — в этом случае она 
представляет собой термодинамически замкнутую систему — 
может происходить как обратимым образом (изменение энтро­
пии всей массы вещества ASn=0), так и необратимо (при этом 
Д5П>0 и в среде наблюдаются необратимые процессы — удар­
ные волны). 

Система с диссипацией (рассматриваемая конечная масса 
среды с учетом теплопроводности и источников или стоков теп­
ла) в общем случае уже является открытой. В такой системе 
может быть А5П<0 даже при наличии диссипативных процес­
сов за счет отвода тепла через поршень. 

Из общих термодинамических соображений ясно, что для 
обратимого адиабатического движения замкнутой системы спра­
ведливо следующее утверждение. Движение, получающееся из 
некоторого реально осуществленного движения заменой време­
ни t на —t и одновременной заменой знака скорости, является 
физически реальным процессом. Такое «обращение времени» 
можно представлять следующим образом. 

Пусть в некоторый момент времени t = t\ в процессе движе­
ния имеют место распределения плотности p(x, t{) и скорости 
v(x, t\). Распределение энтропии S(x, t{) = S(x) считаем извест­
ным. Тогда в силу адиабатичности движения, давление р(х, t\} 
и температура Т{х, t\) могут быть вычислены по значению 
плотности, а радиус r(x, t\) по плотности и скорости. Не огра­
ничивая общности, в дальнейшем адиабатический случай будем 
считать изоэнтропическим: S(x, t) =const. От момента t=t\ до 
момента t~t2>tl •(ti<t{le}^) поршень движется от rl = rt(l\) до 
Г2-=г, (t2), не нарушая адиабатичности (dS/dt=0 для всей мас­
сы газа). Такие движения, как показано в гл. 1 и, например, в 
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166—68, 81], существуют. Пусть на момент t2 плотность и ско­
рость имеют распределения p(x, t2) и v(x, t2). Поменяем теперь 
скорости на противоположные и рассмотрим момент t=h как 
начальный с данными р (л:, t2) и —v(x, t2). Поршень с момента 
U начинает двигаться так, что повторяет свою траекторию в 
течение времени ^<.*{le}.4 h—h = h—t\, в обратном порядке 
так, что г,(t3) =r,(ti), и, вообще, .".((.1 + . - О - М - з - * ' ) для 
0{le}t'{le}t2—А. При этом 

р(х, и + Г)=р(х, k-t'), v(x, Ь + Г)~-и(х, h-t'). (37) 
Кроме того, очевидно, что 

r(x, t1 + t')=r(x, h-t'), T(x, U + t')=T(x, U-t'), 
и 

р(х, h + t')=p(x, h-t') (38) 
Оказывается, что для среды с диссипацией возможно по­

строить два «взаимно симметричных» или «зеркальных» движе­
ния, т. е. таких, что движение при t2<t<t3 «повторяет» в об­
ратном порядке движение для t\<t<t2. Профили плотности, 
давления, температуры, модуля скорости в «обратном» движе­
нии такие же, как и в «прямом», а знаки скоростей противопо­
ложны (для «взаимно симметричных» движений справедли­
во (37)). В определенном смысле пример таких движений де­
монстрирует «обращение времени» для системы с диссипатив-
ными эффектами. Построим его, используя аппарат автомодель­
ных решений для конечной массы вещества [64, 72]. 

Обратимся к системе (17), которая в рассматриваемом здесь 
случае имеет более простой вид: 

« ( l - f t ) 6 ^ . g ; 

«vP-= — р з г ^ --•)+?; 

ш==-*—; р-бе; (39) 

_2 
"7—1 \п, -.1' "•*"~2 + ц 

Как было показано выше, различие между задачами сжа­
тия и разрежения, описываемыми Системой (39), СОСТОИТ лишь 
в знаках безразмерных диссипативных коэффициентов A1 и Ae. 
они положительны для .задач разрежения и отрицательны для 
сжатия. 

В классе решений (10) взаимно симметричным движениям 
соответствуют решения для сжатия ( t<0 ) и разрежения 
(*>Ю) с одинаковыми пространственными распределениями 
величин fi(£) или /i(-\.). Последние, в свою очередь, определя-

" - - = • ; г - - ) ; Л*=9ХТ- ^(v-lK-V-M). 
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ются системой (39). Определим взаимно симметричные движе­
ния как движения в средах с одними и теми же к и Q, причем 
одно из этих движений (безразлично, сжатие или разрежение) 
будем называть «прямым», а другое «обратным». Тогда задача 
заключается в нахождении одинаковых решений двух задач 
для системы (39) с одинаковыми граничными условиями при 
Х—0 и %=%. и одинаковыми величинами |A.| и |A6|, но с про­
тивоположными знаками Л1 и Ae. Для взаимно симметричных 
движений справедливо (38), (39). 

Пусть «прямое» движение имеет параметры /г<'>==л и yi, так 
что 

2 ' " л ^ - Т П П Г Р ^ ^ - i K - v + 1 ) . 
Тогда анализ системы (39) показывает, что «обратное» движение 
должно обладать параметрами 

ЙГО-Й, / i f » - 4 . - . (40) 
Последнее приводит к связи между показателями адиабаты у2 и 
yi в «обратном» и «прямом» движении: 

; ! + _ _ _ _ , ! _ _ . (41) 42 = я(-У-Ц) 1 
7--

Эту формулу можно переписать в симметричном виде относитель­
но -у: 

(Vi - lH-y . - l ) , 1-
7s + 7i ~(N+l)n 

(42) 

h 
4 

3 

z 
•--?u 
7+j) 

1 

0 

-

I U - . „ ^ 

/ \ 

1u 

\y 

1 

т*-2у г 

/K 

i 

з rt * 

Рис, 19, Зависимость между показателя- « 
ми адиабаты у\ и уъ во взаимиосимме- J / 

тричных .(«зеркальных») режимах 
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или [А: 

|~i + Иг 
(43) 

что определяет равнобочную гиперболу (|г2—z) {щ—z) =z2, z= 
= (1—n)nrl. На рис. 19 приведен график зависимости (41) 72 
от у\ для фиксированных п и N. Через у обозначена величина 
y = z/(N-\-l). Конкретные величины п и N, для которых по­
строен график, а также некоторые значения 71 и Тг для этих п,, 
N приведены в таблице 3. 

Таблица 3 

-V--2, П---2/3, г/=1/б 

7t 

7« 

4/3=1,3. . . 

4/3=1,3.. . 

5/3=1,6... 2 

11/9=1,2... 6/5=1,2 

Из формул (42), (43) видно, что взаимно симметричные 
движения возможны лишь при n{le}l (zlS-O), если считать, что 
1<Yh2<°°{cdot} ИЗ анализа (42) или (43) следует, что прямые 
Yi —Г-й/ и Y2=-T+# являются асимптотами: при yL{to}l+t/, Y"-**: 
{to}{infty}, а при yi{to}oo, уг-И +y- При YI = 1+2# будет y2 = Yi- Вторая 
ветвь гиперболы (обозначенная на рис. 19 пунктиром) физи­
чески нереальна, так как на ней либо y i < l (выше биссектрисы 
ОА координатного угла), либо y2<l (ниже ОА). Случай ра­
венства Y1 = Y2 (точка С на графике) соответствует движениям 
с сохранением энтропии. В самом деле, при yi=Y2 будет p.i = 
= И2-=(л и из (43) следует, что n=x—-=nt. Напомним, что 

. - г И. 
dS„ _ 2Rx„ «/_«*—J_ /44.Y 
dt Y - l 

dS„ где Sn —полная энтропия массы газа. При я= / г* имеем - i7~=0-
Этому случаю соответствуют движения газа без учета диссипа-
тивных процессов (например, решение сверхсжатия из [66 — 68]), 
при которых «прямое» и «обратное» движение физически осущест­
вимы для одной и той же среды с одним и тем же показателем у. 

В общем случае диссипативной среды значения ч1 и у2 Раз­
личны. ИЗ формул (40)—-(43) при этом следует, что если /г ( 1 )>й, 
то n ( 2 '< / i , и наоборот. Это в соответствии с (44) обеспечивает 
одинаковое изменение со временем энтропии Sn (убывание или 
возрастание) в «прямом» и «обратном» движениях. В самом деле» 
из (43) или прямо из условия (40) при учете n=-2(2 + (j.)-1< 1 
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(ц>0) получается формула для связи л.(2) и «.(•): 

n _ n ( i ) i _„0 ) 
п~п(2) I — л ( 2 ' • < 0 , (45) 

из которой следуют вышеприведенные утверждения. Они согла­
суются с физическим смыслом задачи, так как рост или убыва­
ние энтропии в среде с источником и теплопроводностью опре­
деляется профилем температуры (т. е. положительным или от­
рицательным потоком тепла через поршень), а последний оди­
наков для «прямого» и «обратного» движений. 

Так, например, взяв в качестве «прямого» движения разреже­
ние среды c y- = 5/3, ./V = 2 и «. = 2/3,'что соответствует и ~ Г 5 / 2 

и Q ~ r ' ' V , 3 > Для «обратного» движения получим ^ = 1 1 / 9 = 
= 55/45-= 1,22... При этом /г(')— -~- <я . (режим возрастания эн-

тропии), а л.(2)=—>n. Пример такого решения в случае сжатия 

для близкого значения y2—->2 — -• — —" приведен на рис. 16 
(стр. 66). В этом примере и на стадии разрежения (7 — 5/3), и 
на стадии сжатия (7=1,2) имеет место заметный пик энерговы­
деления не в центре и не на поршне, вызванный действием 
объемного источника тепла. 

В настоящей работе не затрагиваются результаты числен­
ных исследований 'системы (39). Такие исследования должны 
показать, устойчивы ли оба взаимно симметричных движения, 
либо одно из них обязательно неустойчиво, либо устойчивость 
обратного зависит от параметров задачи. 

Отметим, что в [66, 68, 70] получены численные решения 
системы (1), показывающие устойчивость режимов (10) для 
сжатия теплопроводной среды. 

Отметим, что в режимах с одними и теми же п и - (а зна­
чит и пт), профили fi(X,) задачи с теплопроводностью и источни­
ком тепла будут совпадать с профилями fi(A,) задачи с отрица­
тельной диффузией тепла и стоком при смене «знака времени». 
Такой пример является тривиальным и имеет место и для чисто 
тепловой задачи (без газодинамического движения). В этом 
случае энтропия в прямом и обратном движениях ведет себя 
по-разному (убывает в одном и возрастает в другом), 

Более содержательным примером является построенный вы­
ше пример «обращения» процессов во времени в диссипативной 
среде с одинаковыми % и Q. В этом случае, при одинаковых 
профилях р я v во взаимно симметричных движениях и при 
зеркально симметричном поведении их во времени, полная эн­
тропия Sn растет как в «прямом», так и в «обратном» движени­
ях (см. (44)), причем Sa~lnt {t>0, t->{infty}> и Sa~.—1n]t[ 
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(^<0, t-{to}0), или же убывает опять-таки и в «прямом», и в «об­
ратном» движениях, причем -Sn— —ln t ( t > 0 ) и S n ~ln |^ [ 
(-<0). 

Таким образом, «зеркальность» во времени взаимно симмет­
ричных движений не выполняется для энтропии. Эта «незер­
кальность» поведения Su(t) и есть в данном примере следствие 
второго начала термодинамики. 

§ 4. Автомодельные режимы сжатия и разрежения 
с учетом диффузии магнитного поля 

4.1. Постановка задачи автомодельного сжатия или разле­
та конечной массы плазмы в присутствии магнитного поля. Эта 
задача обсуждалась ранее в работах [20, 24, 28, 38, 65, 67, 70, 
71, 130], она является естественным обобщением изложенной 
выше на случай учета дополнительных физических эффектов. 
При этом сохраняются основные идеи исследования свойств 
автомодельных решений. Так, например, волны диффузии маг­
нитного поля являются остановившимися, в режимах роста эн­
тропии возможны тепловые 'структуры за счет джоулева нагре­
ва, монотонность или немонотонность профиля магнитного поля 
зависит от роста или убывания некоторой интегральной величи­
ны (магнитного потока), определенные граничные условия при­
водят к ограничениям на значения безразмерного коэффициен­
та теплопроводности и т. д. 

Рассматриваемые здесь задачи описывают движения плос­
кого или цилиндрического столба плазмы под действием внеш­
них магнитных полей и протекающего по плазме тока. Такие 
конфигурации плазмы принято называть пинчами [100]. 

Для описания магнитного и электрического полей будем 
пользоваться уравнениями Максвелла в приближении магнит­
ной гидродинамики [100]. В этом случае магнитное Н и элект­
рическое Е поля и плотность тока j подчиняются уравнениям: 

divH = 0; 

rotH = - i j ; (46) 

Здесь с — электродинамическая постоянная (скорость света). 
Двух последних уравнений системы (46) достаточно для 

определения полей, если задан закон Ома, связывающий j c E 
н Н. В общем случае его вид достаточно сложен [15]. 

Как известно [111], из рассмотрения системы уравнений 
магнитной гидродинамики при наличии пространственной сим­
метрии решения (см. систему (1)) показатель N = 0> или N = 1 

78 



(N = 2 недопустим), а вид радиальных компонент Нг я Ет — 
тривиален. 

В системе уравнений одномерного движения плазмы вместо 
Н, Е и j удобнее рассматривать величины Н, <g и i, где JT и i 
есть определенные комбинации Е, Н, j и постоянной с: <В~ 
= cE+[vH] , i= -ij [20, 24, 28, 67, 111, 130]. Производя поком­
понентную запись уравнений [15] для случая малого влияния 
магнитного поля на коэффициенты переноса, будем иметь: 

*L гы 0 (P + H*' + ffl. p) Nf* <ND-D'. 
dt ~ г дх V Г 8л U) 4прг ' 1У рг ' 

—г + Pi ----- [у) = - - г (г"№,) + 7 + - + - , 

-—-(/ we;-t- p p i p p • 

-*£• ^=р^4-(г^яФ); (47) 

p = pi + ^ — PR(-n( + —-n,); B = ei + ee = --^-T(r i + Zr-); 

dt -lPc д 
dt 
д 
It 
д 
dt 

(lb 
(f). 
Iм* 
\9rN 

Qei-iiTc-rfr ф = р г Л ' % - ^ - г ; Q/-- Ы\п 

o'-i.r»(E-|^-i-.v[-+(j-jv)-; 
B отличие от (1), здесь добавлены члены с магнитным давлением 
в уравнение для импульса, джоулев нагрев Qj и уравнения для 
компонент полей Н и '£, определенных из соображений удобства 
следующим образом: Н-=-{0, Я-,, Иz) и '$ = {0, —-#-,, #z}. Из (47) 
можно найти и компоненты плотности тока 

I с2 

В системе (47) v„, — магнитная вязкость v . ^ - ^ - , где а —про­
водимость среды [100]). Как и для других коэффициентов систем 
(1) и (47), примем следующий вид зависимости vm от парамет-
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ров среды: 
v m =an77"pM4 (49) 

Граничные условия для полей требуют задания двух из четы­
рех введенных величин (//ф, Hz, $<-,, &z) на каждом из концов 
отрезка 0 < х < х0. 

При х = 0 в качестве граничных условий следует взять усло­
вия симметрии 

ЯФ (0 , *) — 0, »ф (0, <).---О, (50) 
При х — х0 можно задать, например, продольные компоненты: 

Ht (xo- *) = # < А »- (XQ, t) = Sot*, (51) 
причем, в результате размерностного анализа (10), пок азатели 
щ и п5 таковы: 

Л 4 - _ 1 + ( 1 _ Л 0 ? г , я5--=-2 + ( 3 - Л / ) | . 

При задании полного тока I (t), протекающего вдоль столба 
плазмы, второе условие из (51) должно быть заменено на 

^ ( ^ ' ) - - ^ г - (52) 

Здесь /-размер пинча при N — 0 вдоль поперечной оси у» 
г* — r(Xa,t) — радиус пинча, а полный ток I (t) связан с плот­
ностью тока ig(x,t) формулой 

х« 
r(i) = [2nN-\-2(\-N)l] J Ц-dx, 7V=0, 1. (53) 

о р 

Из (52) следует закон изменения полного тока I (t), обеспечиваю­
щий автомодельность (10) задачи 

/(г) = / / \ (54) 

где /io=ftjV-f/i4=| ( N + l ) - - 1, т. е. «о — у —1 Для /•/ = 0 и 
/20-=n—1 Для N—1. 

Размерностный анализ системы (47) с учетом эффектов дисси­
пации магнитного поля [67, 70] дополняет формулы (10) следую­
щим образом: 

j.1 /2 (V ,"«•) 2 

Я Ф . 4 ^ 0 — ° \ —-A.-(i), 
3-.-V 

х\<2 (Vtt") 2 

&<P,Z(X, t) = -з вф.«(|)| 
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хЪ/0~ш*)1-" Q., (.*,*).- ---——--7/(1), (55) 
-V-H 

V m ( x , . ' ) — ( ^ « ) 2 / - l v m ( | ) . 

Формулы (55) показывают, что в случае сжатия (—оо < t < 0 ) 
величины qs и vm отрицательны, знаки компонент <ГФ, 2 и еф -
совпадают, а знаки Я Ф , - и /гФ>я — противоположны. 

Условия автомодельное™ (13) дополняются условием обезраз-
мерившим постоянной аи 

п 2ти — 1 — [и 

'2mn—kn(LN + \)—2, 

(56) 
аи --=- ^1 ,-3*»('v+4-a«..+2jC-*1 i^-i« 

Для полностью ионизованной плазмы mn----— З/2, Ап = i u — О, 
что приводит к значению /г = 4/5 для любого .V. Для всех дру­
гих процессов (см. (14)) в этом случае получается /г.— . „•, т. е. 
наряду с процессами теплопроводности и вязкости в случае N — 1 
можно учесть и диффузию магнитного поля в полностью ионизо­
ванной плазме. 

Сделаем следующее замечание относительно учета замагиичен-
ностп. В ПОЛНОСТЬЮ ионизованной плазме [15] при достаточно 
больших значениях магнитного поля (F.5.1) коэффициенты переноса 
начинают зависеть от величины YssQ0%0, величина Sz — от ---— 

и g*. #, _ о т d^(r-mv) и %', №--от dg± и £ ( г " Я ф ) . Здесь 

о _ i« я KFTTF т ^ - " ^ - ^ г»/-
твс • 4 у :.'ле*рл 

С точки зрения размерностного анализа, учет замагниченности 
требует выполнения дополнительного условия обезразмеривания 
постоянной an в выражении 

r—a1 2H*rfy.»t ' '% (57) 

г д е К—безразмерна. Соответствующие условия имеют вид: 
2/П1а + &—.-ta 

Л~я2/яи—A,.({cdot}M-l-l) + (l — N)b/2' 
(58) 

Л *'»(-V+l)--'»1H-(//-l)|- - * „ - • - „ , „ , . 
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Для полностью ионизованной плазмы гг-.- = 3/2, А12= —- 1-
Q 

6== 1 и из (58) следует, что n——-—• В случае .Л/ —1 снова по­
лучаем « = 4 / 5 . В этом случае к системе (47) могут быть добав­
лены члены, выражающие эффекты замагничешости и термо­
электрических явлений [38]. При выполнении условий (58) зависи­
мости коэффициентов переноса от У могут быть произвольными, 
так как К—безразмерна. В частности, возможны зависимости 
вида >:- = У.(°>^к(Г), v M = vW^vt-O и т. д.' Здесь •:<<», vj»)-зна­
чения коэффициентов в предельном случае слабого поля, а функ­
ции в?к, "̂v аппроксимируются в [15] отношениями полиномов от Y. 

Качественный анализ системы уравнений (47) с учетом до­
полнительных членов при У > 1 осложняется из-за появляю­
щихся зависимостей между производными ЯФ, Нг и Т- [15, 38, 
100]. Для выяснения принципиальных особенностей достаточно 
провести качественный анализ системы уравнений для пред­
ставителей размерных величин лишь в случае слабого поля 
(Y<1). 

4.2. Качественный анализ поведения полей по пространству. 
Этот анализ показывает, что оно' зависит от характера измене­
ния со временем интегральных величин — соответствующих по­
токов магнитного поля. 

Подставляя в (47) зависимости (10) и (55), снова получим (17), 
где в правой части первого уравнения добавлены члены 
d ( Ь% + #Л , - Ч , _л—1 l-f • ' , в правой части уравнения для пу$е добавлен 

источник qs и добавлены уравнения: 
1 l d /л N \ ~ dhz 

МвЛ-=--—-(л еф); e(p = v, —-; 

«-•А-р—Ж! e , - v m ^ ^ ( ^ A , ) (59> 

где m e - — - 1, / № z - - — - 1 , ne — 3TA7, / г — = - ^ - . Как 
и ирежде, система автомодельных уравнений рассматривается на 
отрезке 0<А, <?..,. с граничными условиями (18) — (23). 

При учете уравнений (59) на концах отрезка [0, к#] задаются 
условия 

h (p(0) = 0, -2Ф (0) = 0 
и (60> 

которые следуют из (50), (51). 
В случае задания полного тока (54) вместо масштаба % 

2 

в (55) войдет масштаб I0:vu~(I0lil~NVx0)N+l. Включая в опре-
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деление масштаба /,- все постоянные сомножители (53), получим 
вместо (52): 

" Ф ( ^ * ) — Г77 ' 
* 

Постоянные me и mz, введенные в (59), указывают на за­
коны изменения со временем магнитных потоков полей #- и #„,. 
Осевое магнитное поле # z существует в конфигурации, назы­
ваемой в-пинчем, азимутальное Яф — в конфигурации Z-пинча 
[100]. 

Для осевого поля Я- соответствующий магнитный поток Fz 
через поперечное сечение пинча выражается следующим об­
разом: 

-* 
Fz==(2nN+ 2(1-N)ll~N) \вг(г, t)r»dr=> 

о (Щ 
1/2 34-Л^ Я* 

= (2яЛ/+ 2 (1 - N ) ll~N) - £ - («ot»)-~ j hz (X) Л ~ Г 9 , 
с 

где r4=-r(xo> t) —внешний радиус плазмы, a i—то же, что 
и в (52). 

Магнитный поток Р ф азимутального поля имеет вид: 
3-NX, 

Гп* Г г1!2 (и tn\ 2 С 
Fv-LlHv{r,f)dr-LXa 7 ° j Аф(Я.).Л~*в*. 

о о 
(62) 

Из (61), (62) следует, что для режимов сжатия (— o o < t < 0 , 
£->0) магнитный поток Fz растет при тв<.0, убывает при 
m e > 0 , остается постоянным при т@ = 0. Для режимов разре­
жения. (0< ^< оо, t{to} + oo), наоборот, Ez убывает при отв<0. 
растет при Тое>0 и постоянен при /Яе—0. Аналогичное поведе-
ние со временем имеет поток Fv с заменой т@ на rriz-

Вместе с тем, знаки те и niz (ВХОДЯЩИХ В левые части урав­
нений (59)) определяют характер поведения полей по пространству. 

Рассмотрим сначала поля hz и еф. Пусть hz, 9 и 6 конечны 
при X=0, т. е. А2(0) --t 0, vm (0) = vm (е (0), б (0)) Ф 0. Из (59) следует; 

Uz{y)yNdy 
dhz _ 8 
—---—/гее — - - - — - 7 — 

причем при Я->0 будет 
dhz m&hz (0) я m&bz (Q) 
-** "*" v"m(0) "tf + l ' e c p _ > ЛГн-1 ' Л -
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Отсюда видно, что п,ри sign-We — sign vm поля hz и еф монотонно 
растут по абсолютной величине от центра (1 = 0) к краю (Л,-----Я.,.). 
Это условие совпадает с условием возрастания величины Fz 
(/rae<0 в режиме сжатия при v m < 0 и я г е > 0 для разрежения 
при v m >0) . 

Аналогично, для полей ez и Аф получим 
{lambda} {lambda} 

4 г = mz%-N j е2 (у) v"1 (у) y"dy, Аф -.= X~N j ег (у) v"1 (у) y"dy. 
о о 

Легко видеть, что | е 2 | монотонно растет при условии sign-71.? = 
= sign vra. 

Для противоположных условий 
sign me ==— sign ~vm, sign mz=—sign vm (63) 

профили полей h2, еф и ег, Аф могут иметь колеблющийся харак­
тер [67,70]. Если характерный размер изменения полей в этом 
случае меньше Х.ь, то в автомодельном режиме плазма разбивается 
на слои с прямыми и обратными токами (связанными с величинами 
полей по (47), (48)). 

Наконец, в случае m e — 0 (п = пв) или /и.~—0 (п =ttz) реше­
ния для полей монотонны, причем hz и еф перестают 'зависеть 
от vm (и тем самым от решений для Q(X) и б (Я)). Этот случай 
полностью аналогичен случаю /»...-= 0 (п.=щ.), в котором решение 
для о (Я) является однородным по пространству и не зависит 
от и" (см. (33), стр. 69). 

Для оценок характерного размера колебаний поля приведем 
аналитические решения, имеющие место в случае vm = v0 = const. 
Эти решения такие (С1 —постоянная интегрирования): 

Хв еф—CJVO—---•sh(Ae), 

h, = C.ch(Ie); /V = 0; 

e<i> = Clv0-~-l1(%e), 
A--Gi -o (M; J V - l ; 

(64) 

(65) 

«Ф=—— -r -sh(Atf) , 
mz x (66) 

• d c h ^ ) ; 7V-0; 

•kfc), C, --z 

e " d 1 o ( M ; / N = 1 ; 
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h — Ci, еф-=0, m0 = O; (68ч 
6 , - 0 1 , A - = - - 4 - - , mz = 0. (69) 

Vo(-V-M) 

Здесь Jo и 11 — функции Бесселя мнимого аргумента, А.0 = 
= А,]/ /гееЛ'о» Xz^Xy mz/v0 (Ka — iVTa], если а<0) . 

Из (64), (65) и (66), (67) следует простая оценка для «периода» 
колебания поля (при большом числе «колебаний >, когда 
X » / - v 0 / O T e , X » ] / " - v 0 / m z , J0 (у) - l / A cos (у--?--) + 
+ О0г-/-)): 

ЛЯАг.=--2геуг —-vo/wte. А5.Л1 — 2л')/' — v0/m.? (70) 
Jo —функция Бесселя). 

Число (колебаний*-. NM поля /г2 на отрезке [Л.ц Я2]6[0» Я.Л можно 
Ля 

оценить, взяв среднее значение v0 — (X2 — 2-0"1 I AzQ7'&k'dX: NM=* 
Л» 

-=(Х2—Я1)/ДЛ-лг. Число нулей поля, т. е. число слоев с прямыми 
и обратными токами, равно 2NM-

4,3. Численный пример решения системы (17), (59). Этот 
пример приведен для случая /г —4/5, 7V — 1 и/ге</г<я.... Такой 
случай отвечает зависимостям в г,е(Те, р) и vm(Te, p), соответ­
ствующим реальной полностью ионизованной плазме (;.е~Тв /2. 
vm~-re"3/2). Для режима сжатия неравенство не<л<л.. . означает, 
что в таком режиме наблюдается рост энтропии и убывание 
магнитного потока Fг. Рассмотрим случай однотемпературной 
плазмы (0- — Qi), учтем только процессы теплопроводности и диф­
фузии магнитного поля и ограничимся конфигурацией 0-пинча 
(АФ —0, е —0). Для Л.—1 И Л—4/5 всегда выполнено я > л© .= 
= 1/2. Условие /!<«... выполняется приу<— -=5/4=1,25. 

На рис. 20 приведен результат численного решения системы 
автомодельных уравнений для у —1,2, и = —0,0001 •65/2, vm = 
— — 0,001 {cdot}Q_3/2. Здесь g.I: —- 0,66. Профиль давления |3 (опущенный 
на графике) определяется профилем магнитного поля: р макси­
мально в точках, где А.=0 и минимально в точках экстремумов 
hz. В расчете для рис. 20 при А— 0 А?-. / 8.тф ss 32. В окрестности 
других экстремумов hz магнитное давление /г2/8я!=-.р. В точках 
максимумов 8, как следует из общего рассмотрения (см. (31)), 
k/|>l«vlP-

Оценим расстояние между максимумами hz (для А.>0,2) 
по формуле (70). Подстановка численных значений /n-e = 0,6i 
< 0 > — 3,7, | ( л>,„ ) 1 — 1,4. Ю-4 дает ДЯж—ОД, что совпадает 

с расчетом. Для определения положения первого нуля hz исполь-85 
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Рис 20. Профили безразмерных температуры 8 (1), плотности б (2) и осево- . 
го магнитного поля /t- (3) в задаче о сжатии однотемпературиой плазмы в / 

режиме с возрастанием энтропии и убыванием магнитного потока 

зуем значение первого корня функции J- (у): Х0 -s 2,4 у \ < vm > |/ тв-
Считая для А<0,2, что < Q > -—0,5, получим оценку А,0-=-0,16, 
совпададающую с расчетным значением. 

По аналогии с ЛЯ,и> можно дать оценку и расстояния между 
[70]. Подста-максимумами температуры ДЛг—5 <JO(v-l) 

<s> 
новка численных значений показывает хорошую применимость 
указанной формулы. Отметим, что поведение 6 в расчетах, иллю­
стрируемых рис. 15 и рис. 17, также подчиняется этой формуле. 

Максимумы 0 при кг*0,25 и Л-^0,31 на рис. 20, по-видимому, 
другой природы. Они возникли в областях, где htm0. В неавто-
модельных режимах здесь происходило бы возрастание плотно­
сти со временем более быстрое, чем в других участках плазмы. 
Такие структуры могут быть обусловлены двусторонним сжати­
ем вещества магнитным полем в точках нулевого значения поля 
(«р-слои»)- В отличие от Г-слоев, плотность внутри таких обра­
зований выше, чем в окружающей среде. Как следует из расче­
та, представленного на рис. 20, мощность джоулева нагрева 
\qj\ в этих образованиях в два —три раза меньше мощности 
n ( l + N ) P = l , 6 p работы сжатия. Для Л>0,2 p-слои, возникаю­
щие в точках, где h — 0, относительно слабы. Мощный р-слой 
имеет место в окрестности первого нуля магнитного поля (X» 
.-.г-0,14). Он испещрен серией минимумов плотности б, возни­
кающей как следствие существования в этой области целого се­
мейства максимумов температуры 9. 

Немонотонный характер профилей h- и 8 означает, что в та-
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них режимах могут быть реализованы граничные условия раз­
ного характера (поле /г, и тепловой поток со могут иметь любые 
знаки на поршне). Сложная структура при росте энтропии мо­
жет существовать, например, как в условиях оттока (Л,—=0,26), 
так л притока тепла (Л,.='0,4). В частности, внешние магнитные 
и тепловые воздействия могут быть исключены: h. =.=• 0 (%,£* 
а.0,36); т.—0 (*,,.з0,33). 

Используя выражения для %„ и л>,„ из [15], можно получить 
следующие размерные параметры расчета рис 20: x0—0,15 г/см, 
|.->о| —3- 10г> см-с~0'8. Для момента времени t——Ю-5 с = 
= — 10 мкс по формулам (10), (55) получим: радиус поршня 
/•.•=--13 см, его скорость ]о,]----10 км/с, средняя температура в 
центральной области (А,<0,2) Г=--15 эВ, в граничной (Х>0,24) 
Т----80 эВ, максимальное значение плотности ртах—5• 10-3 г/см3 

(Птих —Ю21 см~3), средняя ПЛОТНОСТЬ </г> --=--4 • 1020 см-3, макси­
мальное значение поля #тах—80'0 кЭ. Замагничеиость невелика: 
У л; 0,4. Длина пробега электронов (вычисленная по Г и <п> 
[15] для / = 1 0 - 5 с) 1«&о- Ю-5 см -Cr. (справедливо приближе­
ние сплошной среды), время выравнивания температур электро­
нов и ионов (для t= —10~5 с) т0(«4-10~10 с (справедливо одно-
температурное приближение). 

В заключение отметим, что автомодельное решение, приве­
денное на рис. 20, представляет собой также сложный тест для 
проверки возможностей разностных методов решения таких за­
дач для системы (47). Например, здесь предъявляются строгие 
требования к подробности сетки на интервале 0 < Х < 0 , 2 . 
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