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1 Ââåäåíèå

Â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèå î õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ àññîöèèðîâàëîñü

ñ äîïóùåíèåì, ÷òî â ñèñòåìå íåîáõîäèìî âîçáóæäåíèå ïî êðàéíåé ìåðå ÷ðåçâû÷àéíî

áîëüøîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ýòà êîíöåïöèÿ, ïî-âèäèìîìó, ñôîðìèðîâàëàñü ïîä

äåéñòâèåì ïîíÿòèé, ñëîæèâøèõñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå: â ãàçå äâèæåíèå êàæäîé

îòäåëüíîé ÷àñòèöû â ïðèíöèïå ïðåäñêàçóåìî, íî ïîâåäåíèå ñèñòåìû èç î÷åíü áîëüøîãî

÷èñëà ÷àñòèö ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî, è ïîýòîìó äåòàëèçèðîâàííîå äèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå

òåðÿåò ñìûñë. Îòñþäà � ïîòðåáíîñòü â ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè. Îäíàêî, êàê ïîêàçàëè

ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíû à âìåñòå ñ íèìè è ñòàòèñòè÷åñêîå

îïèñàíèå íå îãðàíè÷åíû òîëüêî î÷åíü ñëîæíûìè ñèñòåìàìè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïå-

íåé ñâîáîäû. Äåëî çäåñü íå â ñëîæíîñòè èññëåäóåìîé ñèñòåìû è íå âíåøíèõ øóìàõ, à

â ïîÿâëåíèè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýêñïîíåíöèàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè

äâèæåíèÿ.

Ðàçâèòèå òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âíåñëî ìíîãî íîâîãî â ïîíèìàíèå ïðî-

èñõîæäåíèÿ õàîòè÷íîñòè è ïðèâåëî ê ðÿäó âàæíåéøèõ îòêðûòèé (ñì. îáçîð [1]).

Îáîñíîâàíèå ýðãîäè÷åñêîé ãèïîòåçû Áîëüöìàíà äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà ñèñòåì

[2, 3, 4], äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïðè âîçìóùåí-

èè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì (òåîðåìà Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà-Ìîçåðà) [5, 6, 7], ââåäåíèå

ýíòðîïèè Êîëìîãîðîâà [8, 9, 10], ïîäêîâû Ñìåéëà [11, 12] è Ó-ñèñòåì Àíîñîâà [7, 13]

ñòèìóëèðîâàëî ðàçâèòèå íîâûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñê-

îé ôèçèêè, îòðàæàþùèõ âñþ ãëóáèíó ïðîáëåì, ðàññìàòðèâàåìûõ â òåîðèè õàîòè÷åñê-

èõ êîëåáàíèé (ñì. òàêæå [14, 15, 16, 17]). Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ïðåäñêàçóåìîñòè,

ïåðâîíà÷àëüíî ïîÿâèâøèñü â äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ñèñòåìàõ (òàêèõ êàê ãèäðîäèíàì-

è÷åñêèå èëè ñèñòåìû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè), ñòàëà îáùåé äëÿ ìíîãèõ íàïðàâëåíèé

ñîâðåìåííîé íàóêè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëî èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ íîâîå íàïðàâëåíèå â

íåëèíåéíîé äèíàìèêå, ïîñâÿùåííîå ïðîáëåìàì ïðåäñêàçóåìîñòè ïîâåäåíèÿ õàîòè÷åñê-

èõ ñèñòåì, óïðàâëåíèÿ èõ äèíàìèêîé è âîçìîæíîñòè ïîäàâëåíèÿ õàîñà. Òåîðåòè÷åñêèå

è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè âûÿâèëè îäíî íåîæèäàííîå è âìåñòå ñ òåì

çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî õàîòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: îíè ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ïî-

äàòëèâûìè è ÷ðåçâû÷àéíî ÷óâñòâèòåëüíûìè ê âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì. Ïî-âèäèìîìó,

èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ëåæèò â îñíîâå ïðîöåññîâ ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ â æèâûõ

òêàíÿõ. Ðàçâèòèå ëþáîãî æèâîãî îðãàíèçìà åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àâòîíîìíûõ àê-

òîâ ñàìîîðãàíèçàöèè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ðàçâèâàþùàÿñÿ ñòðóêòóðà õàðàêòåðèçóåòñÿ

âîçìîæíîñòüþ ïåðåéòè â îäíî èç î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ ðàâíîïðàâíûõ ñî-

ñòîÿíèé. Òåì íå ìåíåå, ýâîëþöèîíèðóþùàÿ ñèñòåìà âñåãäà ïðîÿâëÿåò òîëüêî îïðåäåëå-

ííóþ (çàäàííóþ) äèíàìèêó. Óïðàâëåíèå ýòèì ïðîöåññîì ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ

ïîìîùüþ ñëàáûõ âîçäåéñòâèé, êîòîðûå è âëèÿþò íà âûáîð òîãî èëè èíîãî êîíêðåòíîãî

ñîñòîÿíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, áûëà îáíàðóæåíà âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü äèíàìèêîé õàîòè÷åñêèõ

ñèñòåì, ò.å. ïîñðåäñòâîì äîñòàòî÷íî ñëàáûõ âîçäåéñòâèé ïåðåâîäèòü ïåðâîíà÷àëüíî

õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû íà òðåáóåìûé äèíàìè÷åñêèé ðåæèì è òåì ñàìûì ñòàáèëèç-

èðîâàòü èõ ïîâåäåíèå. Áîëåå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñðåä âíåøíåå

âîçäåéñòâèå ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííî

ïðîòÿæåííûõ ñòðóêòóð ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ýòè ðå-

çóëüòàòû èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå êî ìíîãèì îáëàñòÿì åñòåñòâåííûõ íàóê,

ïîñêîëüêó íà ýòîì ïóòè óäàåòñÿ íàéòè ïîäõîäû ê òàêèì âàæíûì è íàñóùíûì ïðèëîæå-

íèÿì êàê îáðàáîòêà (çàïèñü, êîäèðîâàíèå è pàñøèôpîâêà) èíôîðìàöèè [18, 19, 20],

ñêðûòàÿ ïåðåñûëêà çàøèôðîâàííûõ ñîîáùåíèé [21, 22, 23, 24], ïðîáëåìà ñàìîîpãàí-

èçàöèè è èñêóññòâåííîå ñîçäàíèå êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ,

îáëàäàþùèõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì õàîñîì [25, 26, 27, 28], ñòàáèëèçàöèÿ ñèëüíî

íåóïîpÿäî÷åííûõ ñîêðàùåíèé ñåðäå÷íîé ìûøöû è äåôèáðèëëÿöèÿ [29, 30, 31, 32],

èíæåíåðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [33], è äðóãèõ [34, 35] (ñì. òàêæå îáçîðû [36, 37]).

Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå äàæå ÷àñòè ýòèõ ïðîáëåì, ñ îäíîé ñòîðîíû, â çíà÷èòåëüíîé

ñòåïåíè óãëóáëÿåò ïîíèìàíèå ïðîöåññîâ è çàêîíîìåðíîñòåé, ëåæàùèõ â îñíîâå ïîâå-

äåíèÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóòüñÿ â ðàçâèòèè òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé êàê ñî-

ñðåäîòî÷åííûõ òàê è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì.

Ïîä ñòàáèëèçàöèåé íåóñòîé÷èâîãî èëè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îáû÷íî ïîäðàçóì-

åâàåòñÿ èñêóññòâåííîå ñîçäàíèå â èçó÷àåìîé ñèñòåìå óñòîé÷èâûõ (êàê ïðàâèëî, ïåð-

èîäè÷åñêèõ) êîëåáàíèé ïîñðåäñòâîì âíåøíèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ èëè àääèòèâíûõ

âîçäåéñòâèé. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ñòàáèëèçàöèè íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå âíåøíèå

âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå âûâåëè áû ñèñòåìó èç õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà íà ðåãóëÿðíûé. Ïðè

âíåøíåé ïðîñòîòå ôîðìóëèðîâêè ýòîé ïðîáëåìû åå ðåøåíèå äëÿ ðÿäà äèíàìè÷åñê-

èõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Áîëåå òîãî, õîòÿ â íàñòîÿùåå

âðåìÿ èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîìó âîïðîñó (ñì., íàïðèìåð,

[39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 61, 55, 56, 57, 58, 59, 60],

öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó è îáçîðû [50, 51, 36, 37, 63, 64]), ðàçâèòü ïîñëå-

äîâàòåëüíóþ òåîðèþ è áîëåå èëè ìåíåå ñòðîãî îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè

õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ óäàëîñü ïîêà òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ ñåìåéñòâ äèíàì-

è÷åñêèõ ñèñòåì [39, 53, 55, 58, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74]).

Ñòàáèëèçàöèÿ õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ îáåñïå÷èâàåò âûâåäåíèå ñèñòåìû èç õàîòè÷åñêîãî íà ðåãóëÿðíûé

ðåæèì ïîñðåäñòâîì âíåøíèõ âîçìóùåíèé, ðåàëèçîâàííûõ áåç îáðàòíîé ñâÿçè. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ýòîò ìåòîä íå ó÷èòûâàåò òåêóùåå ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

ñèñòåìû. Êà÷åñòâåííî îòëè÷íûé îò äàííîãî ìåòîä ðåàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì êîððåê-

òèðóþùåãî âîçäåéñòâèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáóåìûì çíà÷åíèåì äèíàìè÷åñêèõ ïåðåì-

åííûõ è, òàêèì îáðàçîì, âîâëåêàåò îáðàòíóþ ñâÿçü êàê íåîáõîäèìóþ êîìïîíåíòó

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïî óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîãëàøåíèþ ïåðâûé ñïîñîá ñòàáèëèçàöèè
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õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè íàçûâàåòñÿ ïîäàâëåíèåì õàîñà èëè êîíòðîëèðîâàíèåì (èíîãäà

óïðàâëåíèåì èëè påãóëèpîâàíèåì) õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè áåç îáðàòíîé ñâÿçè. Âòîðîé

ñïîñîá íîñèò íàçâàíèå êîíòðîëèðîâàíèå õàîñà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (controlling chaos).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ðåàëèçàöèÿ êàæäîãî èç ýòèõ ìåòîäîâ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà ïàðàì-

åòðè÷åñêèì èëè ñèëîâûì ñïîñîáàìè.

Ââåäåíèå îáðàòíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûì ïðåèìóùåñòâîì, ïîñêîëüêó â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàêîé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó:

âûáðàííûé çàðàíåå ñåäëîâîé ïðåäåëüíûé öèêë ñòàáèëèçèðóåòñÿ è, òàêèì îáðàçîì, èñ-

ñëåäóåìàÿ ñèñòåìà âûâîäèòñÿ íà ïðåäïèñàííûé ðåæèì äâèæåíèÿ. Îäíàêî ýòîò ìåòîä

ýôôåêòèâåí, åñëè òîëüêî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ âáëèçè âûáðàííîãî öèê-

ëà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ñïîñîáû âîçäåéñòâ-

èÿ [75, 76, 77, 78]. Â òî æå âðåìÿ, ìåòîäû áåç îáðàòíîé ñâÿçè íå òðåáóþò ââåäåí-

èÿ ïîñòîÿííîãî êîìïüþòåðíîãî ñëåæåíèÿ çà ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû è ìåíåå ïîäâåðæåíû

âîçäåéñòâèÿì øóìîâ, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò èõ èñïîëüçîâàíèå â ïðèëîæåíèÿõ [79].

Ñòàáèëèçàöèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè è óïðàâëåíèå ïîâåäåíèåì ðàçëè÷íûõ ñèñòåì

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îáùåé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ñì. [80] è ïðèâå-

äåííûå òàì ññûëêè). Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ðà-

çëè÷íûõ ìåòîäîâ, íàèáîëåå èçâåñòíûå è ýôôåêòèâíûå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â

íàñòîÿùåé ðàáîòå.

2 Ñèñòåìû ñ âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè

Â äàííîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèå ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîä-

âåðæåííûõ îïðåäåëåííûì âíåøíèì âîçäåéñòâèÿìè. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ñóùåñòâå-

ííî óïðîñòèòü èõ èçó÷åíèå è âûÿâèòü ðÿä âàæíûõ îñîáåííîñòåé, ïðèñóùèõ øèðîêîìó

êëàññó âîçìóùåííûõ íåëèíåéíûõ ïîòîêîâ è êàñêàäîâ.

Ïîñêîëüêó íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíîâíîì ñèñòåìû ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì,

ââåäåì ïîäìíîæåñòâî Ac ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ çíà÷åíèé A, Ac 2 A,

òàêîå, ÷òî ïðè a 2 Ac äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (â òîì èëè èíîì ñìûñëå, òî÷íûå îïðåäåëå-

íèÿ ñì. â [1, 14]) ïðîÿâëÿåò õàîòè÷åñêèå ñâîéñòâà.

2.1 Ìóëüòèïëèêàòèâíîå è àääèòèâíîå âîçìóùåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

_x = v(x; a) ; (1)

x = fx1; x2; :::; xng, v = fv1; v2; :::; vng, a 2 R, x(t0) � x0, ñ íåêîòîðûì âîçìóùåí-

èåì. Åñëè òàêîå âîçìóùåíèå ðåàëèçóþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âîçäåéñòâ-

èÿ ïî îòíîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêèì ïåðåìåííûì xi, òî ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî ïàðàì-

åòðè÷åñêîå (èëè ìóëüòèïëèêàòèâíîå) óïðàâëåíèå, ïîñêîëüêó, êàê ïðàâèëî, ïàðàìåòðû
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ìóëüòèïëèêàòèâíî âêëþ÷àþòñÿ â äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Â ýòîì ñëó÷àå ðåãóëèðîâàí-

èå ñîñòîèò â òàêîé ìîäèôèêàöèè ôóíêöèè v â ñîîòíîøåíèè (1), ÷òîáû íîâàÿ ñèñòåìà

_x = v0(x; a0; t) èìåëà áû òðåáóåìîå (âûáðàííîå çàðàíåå) ïîâåäåíèå. Çäåñü v0(x; a0; t) =

v
�
x; a0 + a1(t)

�
è ïàðàìåòð a1(t) îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Äëÿ

ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ó÷èòûâàåòñÿ òåêóùåå ñîñòîÿíèå

ñèñòåìû, v0(x; a0; t) = v
�
x; a(x(t))

�
, òàê ÷òî ïàðàìåòð a èçìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïóòåì,

è íåîáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêè.

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíîå

ââåäåíèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé â ñèñòåìó íåâîçìîæíî. Òîãäà ôàçîâûé ïîòîê Ft(x; G)

ðàçëàãàåòñÿ íà äâå ñîñòàâëÿþùèå: ÷àñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåâîçìóùåííîìó ôàçîâîìó

ïîòîêó, Ft(x), è êîìïîíåíòó Ft(G), êîòîðàÿ èíèöèèðóåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âîçìóùåí-

èÿìè, Ft(x; G) = Ft(x) + Ft(G). Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî àääèòèâíîå âîçìóùåíèå,

ò.å. v0(x; a0; t) = v(x; a)+g(t), ãäå g(t) îáîçíà÷àåò âíåøíåå âîçäåéñòâèå. Òàêèì îáðàçîì,

óïðàâëåíèå äèíàìèêîé ñèñòåìû ïîäðàçóìåâàåò ïðèëîæåíèå ñèëîâîé êîìïîíåíòû ê âåê-

òîðíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó äàííûé òèï óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

íàçûâàåòñÿ ñèëîâûì. Â ñâîþ î÷åðåäü, åñëè â ñèëîâîì êîíòðîëå ó÷èòûâàåòñÿ îáðàòíàÿ

ñâÿçü, òî ôóíêöèÿ v ìîäèôèöèðóåòñÿ êàê v0i = vi(x; a)+ gk(xi(t)); i = 1; 2; :::; n; 1 � k �
n.

Ïî ðÿäó ïðè÷èí ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä èìååò îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà ïåðåä

ñèëîâûì. Âî-ïåðâûõ, â ïðèëîæåíèÿõ ê ôèçè÷åñêèì, õèìè÷åñêèì, áèîëîãè÷åñêèì è

äðóãèì âàæíûì ñèñòåìàì ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ âåëè÷èíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðî-

ïîðöèîíàëüíûìè äèíàìè÷åñêèì ïåðåìåííûì xi. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì v(0; a1; :::; am) = 0, à

ãèïåðïîâåðõíîñòè xi ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà

(1) îòðàæàåò ðåàëüíûå ïðîöåññû òîëüêî íà ñèìïëåêñå X =

�
xj xi > 0;

nP
i=1

xi < const

�
.

Â ýòîì ñëó÷àå âíåøíåå àääèòèâíîå âîçäåéñòâèå ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ôàçîâûå

òðàåêòîðèè ïîêèíóò ìíîæåñòâîX, ïåðåñåêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè xj = 0. Ïîýòîìó ñèëîâîå

âîçäåéñòâèå ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé âûðîæäåíèÿ ñèñòåìû èëè âûõîäà åå íà íå-

æåëàòåëüíûé ðåæèì ýâîëþöèè. Íàïðèìåð, äëÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ýòî îçíà÷àåò âûì-

èðàíèå ÷àñòè îñîáåé. Â òî æå âðåìÿ, ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå îçíà÷àåò èçìåíåíèå

ðåñóðñîâ ñèñòåìû è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ áîëåå òîíêèì â ñðàâíåíèè ñ ñèëîâûì.

Âî-âòîðûõ, ñèëîâîå âîçìóùåíèå ãîðàçäî òðóäíåå ðåàëèçîâàòü. Òàê, äëÿ õèìè÷åñêèõ

ñèñòåì ñèëîâîé êîíòðîëü ïîäðàçóìåâàåò ââåäåíèå (è ñîîòâåòñòâåííî óäàëåíèå) äîïîëí-

èòåëüíûõ âåùåñòâ; äëÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì òàêîé ìåòîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ÷åðåç

ñòåðèëèçàöèþ ÷àñòè îñîáåé èëè ââåäåíèåì â ñîîáùåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ âèäîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïàðàìåòðè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ, ñèëîâîé

ìåòîä, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó äëÿ ïî÷òè âñåõ ñèñòåì, ïîñê-

îëüêó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ åå åñòåñòâåííîå ïîâåäåíèå ìîæåò áûòü áóêâàëüíî "çàäàâëå-

íî"âíåøíåé ñèëîé.

Îïèøåì îäèí èç äàâíî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèéñÿ ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ
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[81]. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

_x = A(�)x + F(x; �) + "g(�) ;

_� = 1 ;

(2)

çàäàííóþ â íåêîòîðîé îáëàñòè D = D0 � R=TZ, ãäå D0 � Rn � îãðàíè÷åííàÿ, ãîì-

åîìîðôíàÿ øàðó îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x = 0 è èìåþùàÿ ãëàäêóþ ãðàíèöó

@D0, è " � ïàðàìåòð. Îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2) áóäåì ïðåäïîëàãàòü

ñëåäóþùåå: A(�) è g(�) ÿâëÿþòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êëàññà C0, ïàðàì-

åòð " óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 � " � 1, è ôóíêöèÿ F : D ! Rn èìååò âèä

F(x; �) =
NP
i=1

fi(�;x)x
Ai , N 2 N, Ai 2 Zn, Ai = (a1i ; :::; a

n
i ), a

j
i � 0, jjAijj =

nP
k=1

aki � 2, ãäå

fi(�;x) � T -ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è êëàññà C1 ïî � è êëàññà C1 ïî x â D0. Â ÷àñòíî-

ñòè, A(�) è F(x; �) ìîãóò îò � íå çàâèñåòü. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå

òðèâèàëüíîãî öèêëà LT
0 â D, êîòîðûì íàçîâåì ìíîæåñòâî 0�R=TZ.

Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì. [81]): åñëè ñèñòåìà

_y = A(�)y ;

_� = 1

(3)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè B : LT
0 � B ãðóáà, òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ "0 > 0 òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî " < "0 ñèñòåìà (2) îáëàäàåò ïðåäåëüíûì öèêëîì LT , îòëè÷íûì îò LT
0 (ïðè

" 6= 0), ïðè÷åì äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U � LT
0 : U � D ñóùåñòâóåò "1 < "0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî " < "1 öèêë LT � U . Åñëè, êðîìå òîãî, LT
0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì äëÿ ñèñòåìû (3),

òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ " öèêë LT áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè ïðèíÿòü, â ÷àñòíîñòè, n = 2; F(x; �) = F(x); A(�) = A =

 
0 1

�!2
1 �2Æ

!
; Æ > 0, òî

ïðè " = 0 ñèñòåìà (2) îïèñûâàåò íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, çàòóõàþùèå â íåêîòîðîé îê-

ðåñòíîñòè x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè

äîñòàòî÷íî ìàëîé âûíóæäàþùåé ñèëû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èì-

åþòñÿ óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè óäà÷íî ïîäîáðàòü

÷àñòîòó âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà õàîòè÷åñêóþ ñèñòåìó, äî äàæå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

àìïëèòóäàõ òàêîå âîçäåéñòâèå ïðèâåäåò ëèáî ê ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ,

ñóùåñòâîâàâøèõ â íåâîçìóùåííîé ñèñòåìå, ëèáî ê ðîæäåíèþ íîâûõ óñòîé÷èâûõ öèê-

ëîâ. Ýòà ïðîáëåìà áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [82, 83, 84] (ñì. òàêæå [85]), â êîòîðûõ

ðàññìàòðèâàëîñü ñèëîâîå âîçáóæäåíèå ñèñòåì ñî ñòðàííûì àòòðàêòîðîì. Îäíàêî ãèï-

îòåçà î ñòàáèëèçàöèè õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïàðàìåòðè÷åñêèì îáðàçîì â îáëàñòè Ac,

îòâå÷àþùåé ñóùåñòâîâàíèþ òîëüêî õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ (òàê ÷òîáû ìîæíî áûëî

ãîâîðèòü èìåííî î ïîäàâëåíèè õàîñà) âïåðâûå ÷èñëåííî ïîëó÷èëà ïîäòâåðæäåíèå â

ïóáëèêàöèÿõ [86, 88, 87] (ñì. òàêæå îáçîð [69]), ãäå áûë ðàññìîòðåí êëàññ äèôôåðå-

íöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïîëèíîìèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Âïîñëåäñòâèè ìåòîä ïî-

äàâëåíèÿ õàîñà (áåç îáðàòíîé ñâÿçè) áûë àíàëèòè÷åñêè îáîñíîâàí â ðàáîòàõ [67, 68].

6



Ïîçæå äàííîå íàïðàâëåíèå ïîëó÷èëî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîñëå èçâåñòíîé ðà-

áîòû ãðóïïû èç Ìýðèëåíäà [65, 66], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîìîùè äîñòàòî÷íî

ñëàáûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèé âîçìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáîé

ñåäëîâîé ïðåäåëüíûé öèêë, âëîæåííûé â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Ïóáëèêàöèÿ ýòèõ ðå-

çóëüòàòîâ ñòèìóëèðîâàëà èçó÷åíèå âîïðîñîâ ñòàáèëèçàöèè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ è

âûçâàëà áîëüøîé èíòåðåñ ê âîïðîñàì óïðàâëåíèÿ íåóñòîé÷èâûìè ñèñòåìàìè. Ïîÿâ-

èëàñü öåëàÿ ñåðèÿ ðàáîò, êàê ÷èñëåííûõ, òàê è òåîðåòè÷åñêèõ, ïîñâÿùåííûõ èññëå-

äîâàíèÿì âîçìîæíîñòè ïîäàâëåíèÿ õàîñà è ïîëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé èëè äðóãîé òðå-

áóåìîé äèíàìèêè â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ è îòîáðàæåíèÿõ. Ýòîò ðàçäåë òåîðèè äèíàì-

è÷åñêîãî õàîñà â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîäîëæàåò èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ: ïîÿâëÿþòñÿ

íîâûå ðàáîòû (â îñíîâíîì ÷èñëåííûå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå), â êîòîðûõ ïðåäëàãàþòñÿ

ëèáî ðàçëè÷íûå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ óæå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ, ëèáî èõ ïðèëîæåíèÿ

ê íîâûì êëàññàì ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ê ðàñïðåäåëåííûì ñèñòåìàì (ñì., íàïðèìåð,

[48, 49, 59, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95] è ïðèâîäèìûå òàì ññûëêè).

2.2 Îáùèå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìûõ ñèñòåì

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè âèäà (1). Ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ åå ïîâåäåíèåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû

íàéòè òàêîå âíåøíåå âîçìóùåíèå G, ïpè êîòîðîì ôàçîâûé ïîòîê Ft(x; G), ïîðîæäàåìûé

âîçìóùåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé _x = v0(x; a; G), ñòðåìèëñÿ áû ê âûáðàííîìó

ïîäìíîæåñòâó X(G) åå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîäìíîæåñòâî X(G) ìîæåò áûòü êàê

àòòpàêòîpîì òàê è íåóñòîé÷èâûì ìíîæåñòâîì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âîçìóùåíèÿ G ìîä-

èôèöèðóþò ñèñòåìó (1) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïîäõîäÿò ê ïîäì-

íîæåñòâó X(G) è îñòàþòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé åãî îêðåñòíîñòè U � X(G) ïîä äåéñòâ-

èåì G. Êàê ïðàâèëî, â ïðèëîæåíèÿõ â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà X(G) âûáèðàåòñÿ öèêë

îïðåäåëåííîãî ïåðèîäà.

Äëÿ ðàçâèòèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ta : M !M ,

Ta : x 7�! f(x; a) ; (4)

ãäå a 2 A; f = ff1; : : : ; fng; x = fx1; : : : ; xng. Îïðåäåëèì âîçìóùåíèå G, äåéñòâóþùåå

íà ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ A, G : A! A, êàê

G : a 7�! g(a); a 2 A : (5)

Òîãäà ðåçóëüòèðóþùåå âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ta :

8><
>:
x 7�! f(x; a) ;

a 7�! g(a); x 2M; a 2 A:

(6)

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè. Òîãäà, àíàëèçèðóÿ îòîáðà-

æåíèå (6), ìîæíî îáíàðóæèòü ðÿä åãî èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ [69, 70, 96, 97]. Ïðåæäå âñåãî
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ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïåðèîä t ëþáîãî öèêëà ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìîãî îòîáðàæåíèÿ (4)

îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ: t = �k, ãäå � � ïåðèîä âîçìóùåíèÿ è k � ïîëîæèòåëüíîå

öåëîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå èìååò t-ïåðèîäè÷åñêèé öèêë, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîîðäèíàò òî÷åê, êîòîðûå åãî ôîðìèðóþò, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîä-

è÷åñêîé ñ ïåðèîäîì t. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàìåòðîâ a ïî îïðåäåëåíèþ ïåðèîäè÷íà

ñ ïåðèîäîì � . Ïîýòîìó âñåãäà t = �k, ãäå k � öåëîå.

Çäåñü, îäíàêî, íåîáõîäèìî ñäåëàòü îäíî ñóùåñòâåííîå çàìå÷àíèå. Åñëè ñïðîåê-

òèðîâàòü ïîëó÷åííûé t-ïåðèîäè÷åñêèé öèêë íà ïðîñòðàíñòâî M (ò.å. ïðîñòî ðàñ-

ñìîòðåòü ñèñòåìó (6) êàê íåàâòîíîìíóþ), òî âîçìîæíî ïîëó÷èòü öèêë, êîòîðûé íå

ìîæåò áûòü íàçâàí öèêëîì â îáû÷íîì ïîíèìàíèè. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷êè

öèêëà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî â çíà÷åíèè êîîðäèíàòû a (åñëè îíè

ñóùåñòâóþò), ñïðîåêòèðóþòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó ïðîñòðàíñòâà M . Ïîýòîìó èçîáðà-

æàþùàÿ òî÷êà âîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ áóäåò ïî íåñêîëüêî ðàç ïîïàäàòü â íåê-

îòîðûå òî÷êè, ôîðìèðóþùèå öèêë. Íàïðèìåð, äëÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé, n = 1,

â îáùåì ñëó÷àå â ïðîåêöèè íà èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî M = I ïîëó÷èòñÿ öèêë ïåð-

èîäà k� . Îäíàêî â I âîçìîæíî ïîëó÷èòü öèêë ñ ñîâïàäàþùèìè x-êîîðäèíàòàìè, êîãäà

xi = xm; ai 6= am; i 6= m, ãäå (xi; ai) è (xm; am) � òî÷êè öèêëà îòîáðàæåíèÿ (6). Â

ýòîì ñëó÷àå íà êîîðäèíàòíîé îñè ïîëó÷èòñÿ (P � l) òî÷åê, ãäå l � ÷èñëî ñîâïàäåí-

èé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè P = 2 (� = 2) âïîëíå âîçìîæíî â ïðîåêöèè íàáëþäàòü òîëüêî

îäíó ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó. Äëÿ P > 2 âåðîÿòíî ïîÿâëåíèå áîëåå ýêçîòè÷åñêèõ öèêëîâ.

Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, è, êàê ïðàâèëî,

âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî ïðè ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ âîçìóùåíèÿõ.

Ââåäåíèå � -öèêëè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (5) îòîáðàæåíèÿ (4) îçíà÷àåò, ÷òî ðå-

çóëüòèðóþùåå îòîáðàæåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü êàê

Ta =

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

Ta1 : x 7�! f(x; a1) � f1 ;

Ta2 : x 7�! f(x; a2) � f2 ;

: : : : : : : : : : : : : : : : : ;

Ta� : x 7�! f(x; a� ) � f� :

(7)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå � ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà: F1 = f� (f��1(:::f2(f1(x)):::)), F2 =

f1(f� (f��1(:::f3(f2(x)):::))), : : : , F� = f��1(f��2(:::f1(f� (x)):::)), ãäå x = fx1; : : : ; xng è fi =
ff (1)i ; : : : ; f

(n)
i g, Fi = fF (1)

i ; : : : ; F
(n)
i g, i = 1; 2; : : : ; �; � n-êîìïîíåíòíûå ôóíêöèè. Òàêèì

îáðàçîì, âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå (6) ïðåäñòàâèòñÿ êàê äåêîìïîçèöèÿ

T1 : x 7�! F1; T2 : x 7�! F2; : : : ; T� : x 7�! F� ; (8)

äëÿ êîòîðîé íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x1 = f1(x0); x2 =

f2(x1); : : : ; x��1 = f��1(x��2). Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü [70, 97], ÷òî åñëè îòîáðàæåí-

èå Tk; 1 � k � � , èìååò öèêë ïåðèîäà t è ôóíêöèè fk(x) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè,
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òîãäà îòîáðàæåíèå Tp; p = k + 1 (mod �), òàêæå èìååò öèêë òîãî æå ïåðèîäà t.

Åñëè öèêë îòîáðàæåíèÿ Tk ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, òî öèêë îòîáðàæåíèÿ Tp òàêæå áóäåò

óñòîé÷èâûì. Áîëåå òîãî, åñëè fk � ãîìåîìîðôèçì, òî îòîáðàæåíèÿ Tk è Tp ÿâëÿþòñÿ

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.

Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî fk(x), 1 � k � � ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà C0 è Tk èì-

ååò öèêë ïåðèîäà t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ~x, ÷òî Ft
k(~x) = ~x; Fj

k(~x) 6=
~x; 1 � j < t. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå: fk(Fk(x)) = Fp(fk(x)), p = k + 1 (mod �). Òîãäà

fk(F
n
k) = Fn

p (fk). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òî÷êè ~x è n = t íàéäåì: Ft
p(fk(~x)) = fk(F

t
k(~x)) =

fk(~x). Áîëåå òîãî, ïðè 1 � j < t èìååò ìåñòî Fj
p(fk(~x)) 6= fk(~x), ïîñêîëüêó, åñëè

Fj
p(fk(~x)) = fk(~x), òî Fj

p(fk(~x)) = fk(F
j
k(~x)) = fk(~x). Îäíàêî èç-çà îäíîçíà÷íîñòè ôóíê-

öèé fi; i = 1; : : : ; �; ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî fk�1(fk�2(: : : fk(F
j
k(~x)))) = fk�1(fk�2(: : : fk(~x)))

(ñì. (7)), ò.å. Fj+1
k (~x) = Fk(~x). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ñäåëàííîìó âûøå.

Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà fk(~x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì t äëÿ îòîáðàæåíèÿ Tp.

Åñëè òî÷êà ~x ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ Tk, òî

ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U 3 ~x, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x 2 U âûïîëíÿåòñÿ

lim
n!1

Ftn
k (x) = ~x. Âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé fk ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë

lim
n!1

fk(F
tn
k (x)) = lim

n!1
Ftn
p (fk(x)) = fk(~x). Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè èç îêðåñòíîñòè fk(U)

ïðèòÿãèâàþòñÿ ê òî÷êå fk(~x) ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ T t
p.

Îñíîâíîé ñìûñë îïèñàííîãî ïîñòðîåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èññëåäîâàíèå

îòîáðàæåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Âìåñòî

èñõîäíîãî íåàâòîíîìíîãî îòîáðàæåíèÿ (6) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäíî èç àâòîíîìíûõ

îòîáðàæåíèé T1; T2; : : : ; T� , îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì (8). Òàêèì îáðàçîì, âñÿ äèíàìèêà

èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ (6) áóäåò çàäàâàòüñÿ ñîâîêóïíîñòüþ îòîáðàæåíèé (8), êîòîðûå

äåéñòâóþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è ñâÿçàíû ëèøü íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ýòî

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé A ïàðàìåòðà a äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (4) ñ ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì (5).

3 Óïðàâëåíèå õàîòè÷åñêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè

Èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêèìè ñèñòåìàì ïðè ïîìîùè ïåðèîäè÷åñê-

èõ âîçäåéñòâèé ïî-âèäèìîìó íà÷àëèñü ñ ïóáëèêàöèé [86, 88, 87], ãäå èçó÷àëñÿ îòêëèê

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëåííîãî êëàññà íà ïàðàìåòðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ.

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîò [65, 66] è â ñâÿçè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè ýòà ïðî-

áëåìà ñòàëà ïðåäìåòîì òàêæå è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà (â êà÷åñòâå îáçîðîâ ñì.

[36, 37, 50, 51, 63, 64]). Íåìíîãî ïîçæå áûëî ïîêàçàíî [61, 98, 99], ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ

êîíòðîëÿ íàä ñèñòåìîé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèëîâîå ðåçîíàíñíîå âîçäåéñòâèå. Õîòÿ òàê-

îå âîçäåéñòâèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü äàëåêî íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ, åãî äîñòîèíñòâî ñîñòîèò

â òîì, ÷òî îíî ïðèìåíèìî íå òîëüêî ê õàîòè÷åñêèì ñèñòåìàì.
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3.1 Ìåòîä ðåçîíàíñíûõ âîçáóæäåíèé

Äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì õàîòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ðÿäå ðàáîò áûëî ïðå-

äëîæåíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ðåçîíàíñíûå âîçáóæäåíèÿ [61, 98, 99, 100]. Ýòîò

ìåòîä îñíîâàí íà íàáëþäåíèè, ÷òî áëàãîäàðÿ íåëèíåéíûì ìîäîâûì âçàèìîäåéñòâèÿì

ïåðèîäè÷åñêè âîçáóæäàåìàÿ ñèñòåìà â òèïè÷íîì ñëó÷àå íå áóäåò ïðîÿâëÿòü ïåðèîä-

è÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ðîæäåíèÿ ïðåäïèñàííîãî (ò.å. çàðàíåå çàäàííîãî) ðå-

æèìà äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì âîçìóùàòü ñèñòåìó ñïåöèàëüíûì îáðà-

çîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíóþ ðîëü â äàííîì ìåòîäå èãðàåò äîïóùåíèå, ÷òî óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ, íà êîòîðîå âûõîäèò ñèñòåìà ïîñëå ââåäåíèÿ âîçìóùåíèÿ çàðàíåå èçâåñòíî.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ âîçìîæíîñòè êîíòðîëÿ ïîñðåäñòâîì ðåçîíàíñíûõ âîçáóæäåíèé â

äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå, íåîáõîäèìî àääèòèâíî

âêëþ÷èòü âíåøíåå âîçìóùåíèå F(t):

_x = v(x; a) + F(t) : (9)

Äàëåå, ïóñòü òðåáóåìàÿ äèíàìèêà çàäàåòñÿ ôóíêöèåé y(t), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò òàê

íàçûâàåìîìó óðàâíåíèþ ïðåäïèñàííîãî äâèæåíèÿ,

_y = g(y) : (10)

Òåïåðü, âûáèðàÿ âîçìóùåíèå â âèäå F = g
�
y(t)

�
� v

�
y(t); a

�
è ïîäñòàâëÿÿ åãî â (9),

ïîëó÷èì óðàâíåíèå êîíòðîëèðîâàíèÿ:

_x = v(x; a) + g(y)� v(y; a) : (11)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óñòðåìèòü x! y ïðè t!1, òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå äèíàìèêà áóäåò

ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèåì (10).

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ìåòîäà óïðàâëåíèÿ ïðè ïîìîùè ðåçîíàíñíûõ âîçáóæäåí-

èé ÿâëÿåòñÿ òî ôàêò, ÷òî åãî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî

õàîòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (÷òî íåëüçÿ ñêàçàòü î ìåòîäå Ãðåáîäæè-Îòòà-Éîðêà, ñì. íè-

æå). Â òî æå âðåìÿ õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû (â íåêîòîðîì äèàïàçîíå íà÷àëüíûõ óñëîâ-

èé) äåéñòâèòåëüíî ìîæíî "çàñòàâèòü"âåñòè ñåáÿ ïðåäïèñàííûì îáðàçîì. Îäíàêî ýòî

âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà, è ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïîâåäåí-

èå íå áóäåò çàäàâàòüñÿ ôóíêöèåé y(t). Êðîìå òîãî, ýòîò ìåòîä êîíòðîëÿ ñèëüíî çàâ-

èñèò îò çíàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû, è ìàëûå îøèáêè â ìîäåëè (9) ìîãóò ðàñòè âñëå-

äñòâèå âîçìóùåíèÿ F(t) [100]. Òåì íå ìåíåå, íåòðóäíî îïðåäåëåííûì ñïîñîáîì óñ-

îâåðøåíñòâîâàòü êîíòðîëèðîâàíèå (9)�(11). Ýòî ïðèâåäåò ê áîëüøåé ýôôåêòèâíîñòè

èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ðåçîíàíñíûõ âîçáóæäåíèé [56].

3.2 Ìåòîä Ãðåáîäæè-Îòòà-Éîðêà

Èçâåñòíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ

[65, 66] è ïîëó÷èâøèé øèðîêîå ïðîäîëæåíèå âî ìíîãèõ äðóãèõ ïóáëèêàöèÿõ (ññûëêè
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ñì. â [36, 37, 43, 45, 50, 51, 63, 64]), îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïàðàìåòðû

ai ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû â íåÿâíûå (çàâèñÿùèå îò x) ôóíêöèè âðåìåíè.

Åñëè èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ èëè íåóñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, òî ìàëûìè èçìåíåíèÿìè ïàðàìåòðîâ

ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû îíà ýòó îêðåñòíîñòü íå ïîêèäàëà. Â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-

òîðà òåì æå ñïîñîáîì ìîæíî çàñòàâèòü ñèñòåìó "ðàáîòàòü"ïðàêòè÷åñêè íà ëþáîì ïðå-

äåëüíîì öèêëå, âëîæåííîì â òàêîé àòòðàêòîð.

Äîïóñòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, êîòîðûé íóæíî ñòà-

áèëèçèðîâàòü, ñèñòåìà çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå xn+1 = f(xn; a). Äëÿ ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ ïðåäåëüíûé öèêë áóäåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷ê-

îé x�. (Äëÿ ñëîæíîãî öèêëà, èìåþùåãî íåñêîëüêî îáîðîòîâ, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ). Â îêðåñòíîñòè x� äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a,

áëèçêèõ ê âûáðàííîìó a0 ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ äàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

xn+1 � x� = Â (xn � x�) + B̂(a� a0) ; (12)

ãäå Â � k-ìåðíàÿ ìàòðèöà ßêîáè, B̂ � k-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö, Â = @f=@xj
x=x�, B̂ =

@f=@aj
x=x�, âçÿòûå â òî÷êå a = a0. Åñëè îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè ïàðàìåòð a èçìåíÿåòñÿ,

òî, îïðåäåëÿÿ xn ÷åðåç ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (12), ìîæíî çàäàòü ïîäõîäÿùåå ìàëîå

îòêëîíåíèå â çíà÷åíèè a îò íîìèíàëüíîãî a0. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ýòî èçìåíåíèå

ïàðàìåòðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

an � a0 = �L̂T (xn � x�) ;

ãäå L̂ � k-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö è T îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Ñëå-

äîâàòåëüíî, èç (12) íàõîäèì, ÷òî

Æxn+1 =
�
Â� B̂L̂T

�
Æxn ;

ãäå Æxn = xn � x�. Òàêèì îáðàçîì, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x� áóäåò ñòàáèëèçèðîâàíà, åñëè

îïðåäåëèòü L̂ òàê, ÷òîáû ìàòðèöà
�
Â� B̂L̂T

�
èìåëà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ

ìåíüøå åäèíèöû.

Î÷åâèäíî, âîçìóùåíèå ïàðàìåòðà a âáëèçè åãî íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ íå äîëæíî

áûòü ñëèøêîì áîëüøèì. Ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå îòêëîíåíèå Æamax äàåòñÿ âûðàæåí-

èåì Æamax >
���L̂T (xn � x�)

���.
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè óïðàâëÿþùåãî

ïàðàìåòðà, �a0 < a < a0. Ïóñòü j�sj < 1 è j�uj > 1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùèå óñòîé÷èâîìó è íåóñòîé÷èâîìó íàïðàâëåíèÿì íà ïîâåðõíîñòè ñå÷åíèÿ

â òî÷êå x�, à es è eu � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ýòèì íàïðàâëåíèÿì. Åñëè

îòêëîíèòü ïàðàìåòð a îò åãî íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ a0 íå íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, a = �a,

�a 2 (�a0; a0), òî ïîëîæåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè îêàæåòñÿ ñìåùåííûì â íåêîòîðóþ
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äðóãóþ òî÷êó x�(�a). Äëÿ ìàëûõ îòêëîíåíèé (a� �a) íîâîå ïîëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñî-

îòíîøåíèåì

g � @x�(a)

@a

�����
a=a0

' 1

�a
x�(�a) :

Âáëèçè x� ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå:

xn+1 � x�(a) ' Â
�
xn � x�(a)

�
:

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x�(a) ' ag,

xn+1 ' ang + (�ueuqu + �sesqs)(xn � ang) ;

ãäå âåêòîðû qu è qs îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé qses = queu = 1, qseu = ques = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, an = an(xn). Äëÿ xn ! x� íåîáõîäèìî, ÷òîáû xn ïî÷òè ïîïàëà íà

óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè x�. Ïîýòîìó âûáèðàåòñÿ an òàê, ÷òî quxn+1 = 0. Òåïåðü,

åñëè xn+1 ïîïàëî íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, òî âîçìóùåíèå óñòðåìëÿåòñÿ ê 0, è

ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ òåïåðü áóäåò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå x� ñî ñêîðîñòüþ,

îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíîé �s. Òàêèì îáðàçîì,

an =
�u

�u�1

(xnqu)

(gqu)
: (13)

Êîãäà a > a0, òî, äîïóñêàÿ gqu 6= 0, íàõîäèì, ÷òî an 6= 0, òîëüêî åñëè xn ïîïà-

äàåò â îáëàñòü jxnquj < x0. Ñëåäîâàòåëüíî, x0 = a0 j(1� ��1u )gquj. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ìàëûõ a0 òèïè÷íîå íà÷àëüíîå óñëîâèå èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ ðîæäàåò õàîòè÷åñê-

óþ òðàåêòîðèþ, êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþùóþñÿ îò íåêîíòðîëèðóåìîãî ñëó÷àÿ äî òåõ

ïîð, ïîêà xn íå ïîïàäåò â ýòó îáëàñòü. Îäíàêî, âñëåäñòâèå íåó÷òåííûõ â ñîîòíîøåí-

èè (13) íåëèíåéíîñòåé, äàæå â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ íå âñåãäà ìîæåò áûòü óâëå÷åíà

âîçìóùåíèåì è äîñòàòî÷íî áëèçêî ïîäîéòè ê òî÷êå x�, ÷òîáû óïðàâëåíèå áûëî äîñòè-

æèìî. Ñðåäíåå âðåìÿ òàêîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì h�i � (a0)��,

ãäå � = 1 + ln j�uj=(2 ln j�sj�1).
Ïðîöåäóðà ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé, êîãäà òðàåê-

òîðèÿ áëèçêà ê íóæíîìó öèêëó. Íî åñëè îíà ïðîõîäèò âäàëè îò òðåáóåìîãî ïîëîæå-

íèÿ, òî ìîæåò ïðîéòè äîñòàòî÷íî äîëãîå âðåìÿ, ïðåæäå ÷åì êîíòðîëèðîâàíèå îêà-

æåòñÿ âîçìîæíûì. Åñëè àòòðàêòîð ýðãîäè÷åñêèé, òî ïðàêòè÷åñêè ëþáàÿ îêðåñòíî-

ñòü îêàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé. Îäíàêî êîãäà àòòðàêòîð ñèñòåìû íå ýðãîäè÷åñêèé è,

íàïðèìåð, âêëþ÷àåò óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû (ò.å. ÿâëÿåòñÿ êâàçèàòòðàêòîðîì),

òî ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí òîëüêî äëÿ ñòàáèëèçàöèè íåêîòîðûõ òðàåêòîðèé.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïðîöå-

äóðû [75, 76, 77, 78, 101], ïîçâîëèâøèå ïî-íîâîìó ïîäîéòè ê ïðîáëåìå ñòàáèëèçàöèè

íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ, à òàêæå ðàçðàáîòàòü äðóãèå áëèçêèå ïî ðåàëèçàöèè ñïîñîáû

êîíòðîëÿ õàîòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [44, 45, 48, 58, 63, 92, 89, 102].

Õîòÿ ýòè ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äîñòàòî÷íî øèðîêî (îò ñòàáèëèçàöèè

ïîâåäåíèÿ ñèñòåì õèìè÷åñêîé êèíåòèêè äî óïðàâëåíèÿ ñîêðàùåíèÿìè ñåðäå÷íîé ìûøöû
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[22, 30, 35, 43, 62, 79, 93, 103, 104, 105, 106], îáçîðû ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòàì

ñì. â ñòàòüÿõ [63, 64]), îñíîâíîé èõ íåäîñòàòîê ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî, ïðèìåíÿÿ èõ íà

ïðàêòèêå, íåîáõîäèìî íå òîëüêî êàæäûé ðàç çàäàâàòü ïîëîæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè

(÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî), íî è ó÷èòûâàòü óðîâåíü øóìà, ïîñêîëüêó îíè îêàçûâàþòñÿ

âåñüìà ïîäàòëèâû ê âëèÿíèþ øóìîâûõ ôàêòîðîâ [79]. Êðîìå òîãî, îïèñàííûå ìåòîäû

ÿâëÿþòñÿ ñèëîâûì, è ñëåäîâàòåëüíî äàëåêî íå âñåãäà ïðèìåíèìû. ×òîáû èçáåæàòü ýòèõ

òðóäíîñòåé, íóæíî èñêëþ÷èòü îáðàòíóþ ñâÿçü, ò.å. ðàññìîòðåòü ÷èñòî ìóëüòèïëèê-

àòèâíîå âîçäåéñòâèå.

4 Ïîäàâëåíèå õàîñà

Äàííûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå óïðàâëåíèþ õàîòè÷åñêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè

âïåðâûå áûë îïèñàí â ðàáîòàõ [86, 88, 87], ãäå äëÿ ñòàáèëèçàöèè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ

áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòîå ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå â îáëàñòè çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ Ac, îòâå÷àþùèõ ñóùåñòâîâàíèþ õàîñà. Ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë àíàëèòè÷åñê-

îå îáîñíîâàíèå â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèé [25, 28, 67, 68, 69, 96, 70, 107, 108, 109].

Ñåé÷àñ ýòîò ìåòîä óäàëîñü îáîáùèòü [24, 71, 72, 73], òàê ÷òî åãî èñïîëüçîâàíèå äàåò

âîçìîæíîñòü íå òîëüêî ïîäàâëÿòü õàîñ, íî è ñòàáèëèçèðîâàòü çàðàíåå çàäàííûå öèêëû,

ò.å. óïðàâëÿòü ñèñòåìîé (ñì. ãëàâó 5).

4.1 Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå

Èññëåäóåì ñíà÷àëà äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå íå îáëàäàþò õàîòè÷åñêèì ïîâåäå-

íèåì, íî â òî æå âðåìÿ íå èìåþò íåòðèâèàëüíûõ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ. Â êîíòåêñòå

ïîäàâëåíèÿ õàîñà ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ óñòîé÷èâîé äèíàìèêè äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæåò

áûòü ðàññìîòðåíà êàê ïðåäâàðèòåëüíûé øàã ê ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè

ñòàáèëèçàöèè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ.

Ðàññìîòðèì äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

�x + x = " _x

�
x4(1 + 2a)� 1

8
(1� a)

�
(14)

è

�x + x = �" _x(x2 + ax + 1) (15)

â îáëàñòè D0, ãäå D0 èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ñèñòåìå (2), " è a � ïàðàìåòðû.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíà " ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé, 0 � "� 1. Ñèñòåìû (14) è

(15) ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì âàíäåðïîëåâñêîãî òèïà, êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ êàê

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçëè÷íûõ ðàäèîôèçè÷åñêèõ ãåíåðàòîðîâ [85, 110, 111, 112].

Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà íà ñèñòåìå (14). Ñòðóêòóðà åå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðóþ

ìîæíî óñòàíîâèòü, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåñëîæíîé. Èìåííî,

à) Ïðè a < �1=2 ñèñòåìà (14) èìååò îäèí óñòîé÷èâûé ôîêóñ.
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á) Ïðè a 2 (�1=2; 1) ñèñòåìà (14) îáëàäàåò óñòîé÷èâûì ôîêóñîì è íåóñòîé÷èâûì ïðå-

äåëüíûì öèêëîì. Çàìåòèì, ÷òî â íóëåâîì ïî " ïðèáëèæåíèè ïðåäåëüíûé öèêë èìååò

ðàäèóñ R = [(1�a)=(1+2a)]1=4, è ïîýòîìó ïðè a áëèçêèõ ê çíà÷åíèþ �1=2, öèêë ìîæåò
íå ëåæàòü â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D0.

â) Ïðè a > 1 ñèñòåìà (14) èìååò òîëüêî îäèí íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Òàêèì îáðàçîì, íè ïðè êàêèõ îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà (14) íå îáëàäàåò

óñòîé÷èâûìè ïðåäåëüíûìè öèêëàìè. Îäíàêî íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëå-

ííûõ èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðà a â äàííîé ñèñòåìå âîçíèêàþò óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõ íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè "! 0.

Ââåäåì ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå ïåðèîäà T = 2�=! ñëåäóþùèì îáðàçîì:

_x = y ;

_y = "y

�
x4(1 + 2h cos 2!�)� 1

8
(1� h cos 2!�)

�
� x ;

_� = 1 ;

(16)

ãäå h � àìïëèòóäà âîçìóùåíèé, ! = 1=(1 + �")1=2 è � > 0 ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíîé. Óðàâíåíèÿ (16) îïðåäåëåíû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D = D0 � R=TZ,

ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò è D0 � Rn. Òåïåðü, ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåííûõ

� = !� , x = b cos('+�) ïðè óñëîâèè (db=d�) cos('+�)�(d'=d�)b sin('+�) = 0, ïðèõîäèì

ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ b è ', óñðåäíÿÿ êîòîðóþ çà âðåìÿ T è îñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëåíû

ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî " (èíûìè ñëîâàìè, ïåðåõîäÿ ê ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìå), ïîëó÷èì

db

d�
= "B(b; ') = "

b

16
(b4 � 1)(1 +

h

2
cos 2') ;

d'

d�
= "�(b; ') = "

"
�

2
+

h

32
(5b4 + 1) sin 2'

#
:

(17)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ b0; '0 òàêîé ñèñòåìû, ò.å.

B(b0; '0) = �(b0; '0) = 0 ;

@(B;�)

@(b; ')

�����
b=b0; '='0

6= 0 ;
(18)

îòâå÷àþò ïðåäåëüíûì öèêëàì ñèñòåìû (16) â íóëåâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåí-

èé, óñòîé÷èâîñòü êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ óñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèé (18). Êðîìå òîãî,

áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà h â (17) ñ òî÷íîñòüþ äî O(") ñîâïàäàþò ñ ñî-

îòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè äëÿ ñèñòåìû (16).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (18), êðîìå ðåøåíèÿ îòâå÷àþùåãî òðèâèàëüíîìó öèêëó

LT
0 , èìååò åùå òðè ïàðû ðåøåíèé:

à) b = 1; sin 2' = �8�=3h; cos 2' > 0;

á) b = 1; sin 2' = �8�=3h; cos 2' < 0;
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â) b4 =
�
16�(h4 � 4)�1=2 � 1

�
=5; cos 2' = �2=h; sin 2' < 0.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêè ìîæíî óñòàíîâèòü êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â äèíàì-

èêå ñèñòåìû ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû âîçìóùåíèé h. Ïðè ýòîì ýâîëþöèþ ñòðóê-

òóðû ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (16) íà òðàåêòîðèè ïðè èçìåíåíèè

àìïëèòóäû h ëåãêî ïîíÿòü, ïîëüçóÿñü îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå � = 0. Òàêîé àíàëèç

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó.

1) Ïðè h = 0 â ñèñòåìå (16) èìååòñÿ òðèâèàëüíûé óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë LT
0

è íåóñòîé÷èâûé èíâàðèàíòíûé òîð Tor2. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà h ðàçìåðû ýòîãî

òîðà ìåíÿþòñÿ òîëüêî íà âåëè÷èíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ".

2) Ïðè h 2 (0;min(2; 8�=3)) íà òîðå Tor2 ìîãóò âîçíèêàòü ñåäëîâûå è íåóñòîé÷èâûå

ïðåäåëüíûå öèêëû ïåðèîäîâ, áîëüøèõ T .

3) Åñëè h = h1 = 2+Æ(D) (âåëè÷èíà Æ(D) > 0 ââåäåíà â ñâÿçè ñ êîíå÷íîñòüþ îáëàñòè

D0), òî, êðîìå LT
0 è Tor2, â îáëàñòè D èìååòñÿ åùå äâà óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëà

LT
1 è LT

2 ïåðèîäîâ T . Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà h öèêëû LT
1 è LT

2 ìîíîòîííî ñòÿãèâàþòñÿ ê

öèêëó LT
0 .

4) Ïðè h = h2 = 8�=3 íà òîðå Tor2 ðîæäàþòñÿ äâå ïàðû öèêëîâ ïåðèîäà T : äâà

ñåäëîâûõ, LT
3 è LT

4 , è äâà íåóñòîé÷èâûõ, L
T
5 è LT

6 . Çàìåòèì, ÷òî åñëè � > 3=4, òî ñëó÷àè

3) è 4) íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

5) Êîãäà h = h3 = 2 [1 + (4�=3)2]
1=2, òî ïðîèñõîäèò âëèïàíèå óñòîé÷èâûõ öèêëîâ LT

1

è LT
2 â ñåäëîâûå LT

3 è LT
4 ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïåðåäà÷åé èì ñâîåé óñòîé÷èâîñòè. Ñàìè æå

öèêëû LT
1 è LT

2 ñòàíîâÿòñÿ ñåäëîâûìè.

6) Ïðè h = h4 = 2 [1 + (8�)2]
1=2 öèêëû LT

1 è LT
2 âëèïàþò â òðèâèàëüíûé öèêë LT

0 ,

äåëàÿ åãî ñåäëîâûì.

7) Â ñëó÷àå h > h4 â ñèñòåìå (16) ñóùåñòâóåò ñåäëîâîé öèêë LT
0 , óñòîé÷èâûå öèêëû

LT
3 è LT

4 , è íåóñòîé÷èâûå öèêëû LT
5 è LT

6 .

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü

óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû â ñèñòåìå (14). Íî èç-çà ïðèñóòñòâèÿ íåóñòîé÷èâûõ ïðå-

äåëüíûõ öèêëîâ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ LT
3 è LT

4 ÿâëÿåòñÿ íå âñÿ îáëàñòü D.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó (15). Òåìè æå ìåòîäàìè ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ

ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a îíà èìååò òîëüêî åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé

ôîêóñ. Ââîäÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçìóùåíèå, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå òðèâ-

èàëüíûé öèêë LT
0 âñåãäà óñòîé÷èâ, è ïðè çíà÷åíèÿõ h2 < h21 = 8

h
1 + (1 + �2)1=2

i
äðóãèõ

òðàåêòîðèé îíà íå èìååò. Ïðè h2 = h21 â ñèñòåìå (15) ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ

òðåõ ïàð ïðåäåëüíûõ öèêëîâ: òðåõ óñòîé÷èâûõ è òðåõ ñåäëîâûõ. Â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå

ïëîñêîñòüþ � = 0 ýòî âûãëÿäèò êàê ïîÿâëåíèå òðåõ ñåäëî-óçëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ

çàòåì ðàñïàäàåòñÿ íà ñåäëî è óñòîé÷èâûé óçåë. Ðàññòîÿíèå � îò íèõ äî íà÷àëà êîîðä-

èíàò âû÷èñëÿåòñÿ êàê

�2: =
h2 � 8�

p
h4 � 16h2 � 64�2

2
+O(");
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�2: =
h2 � 8 +

p
h4 � 16h2 � 64�2

2
+O("):

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè h > h1 â ñèñòåìå (15) âìåñòå ñ òðèâèàëüíûì LT
0 ñóùåñòâóåò ÷åòûðå

óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëà.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó ïðèñóòñòâèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ", èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

ñëåäóåò, ÷òî ÷åì áëèæå ìîäóëü ìóëüòèïëèêàòîðà íåóñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ê 1,

òåì ìîæåò áûòü ìåíüøå ïî àìïëèòóäå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, êîòîðîå íåîáõîä-

èìî ïðèëîæèòü ê ñèñòåìå äëÿ ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íûé èçëîæåííûì âûøå ðåçóëüòàò ëåãêî ïîëó÷èòü äëÿ îïðå-

äåëåííûõ ñèñòåì ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì, ïðåäñòàâèìûõ êàê ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå (14) èëè (15) è óðàâíåíèé òèïà _z = Wz, ãäå W � ìàòðèöà, èìåþùàÿ

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòÿìè, ñóùåñòâóåò ïàðàì-

åòðè÷åñêîå âîçìóùåíèå, ïðèâîäÿùåå ê ïîÿâëåíèþ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåí-

èé.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè " ! 0, òî ðàññòîÿíèå � íå ñòðåìèòñÿ ê 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ " óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ èìåþò êîíå÷íóþ àìïëèòóäó.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå â àâòîíîì-

íîì ñëó÷àå íå îáëàäàþò óñòîé÷èâîé äèíàìèêîé, âîçìîæíî íàéòè ïàðàìåòðè÷åñêèå

âîçìóùåíèÿ, âûâîäÿùåå èõ íà ðåæèì óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîñòè ïîäàâëåíèÿ õàîñà ðàññìîòðèì äâà ñåìåéñòâà îäíîì-

åðíûõ óíèìîäàëüíûõ îòîáðàæåíèé: ñåìåéñòâî êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé, Ta : [0; 1]!
[0; 1], ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîå ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåí-

èå,

Ta : x 7�! '(x; a) = ax(1� x) ; (19)

ãäå a 2 (0; 4] = A, è ñåìåéñòâî ýêñïîíåíöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé, Ta : I ! I,

Ta : x 7�! �(x; a) = a exp[a(1� x)] ; (20)

ãäå a 6= 0. Ýòè ñåìåéñòâà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êàê ìîäåëè ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ, õèì-

è÷åñêèõ è äðóãèõ ñèñòåì è ïîýòîìó ïðèâëåêàþò áîëüøîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé

(ñì., íàïðèìåð, [7, 85, 113, 114, 115, 116, 117]). Òàê, îòîáðàæåíèå (20) åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà êîëåáàòåëüíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Áîëåå

òîãî, ëþáîå óíèìîäàëüíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëóñîïðÿæåííûì êâàäðàòè÷íîìó, è

ïîýòîìó ñåìåéñòâî (19) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè óíèìîäàëüíûõ îòîáðàæåíèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, ïðîÿâëÿåìîå îòîáðàæåíèÿìè

(19) è (20) âîçìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì, êàæäîìó ïåð-

èîäè÷åñêîìó âîçìóùåíèþ ïåðèîäà � ïàðàìåòðà a, ai+1 = g(ai); i = 1; 2; : : : ; � � 1; a1 =

g(a�); ai 6= aj äëÿ i 6= j (ai 2 A; i = 1; 2; : : : ; �), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð

â = (a1; : : : ; a� ) èç ïðîñòðàíñòâà R� . Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî A = fâ 2
A
 A
 � � � 
 A| {z }

�

: â = (a1; : : : ; a� ); ai 6= aj; 1 � i; j � �; i 6= j; a1; :::; a� 2 Ag, A � R� ,
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îòâå÷àþùåå âñåâîçìîæíûì ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèÿì ïåðèîäà � , îïåðèðóþùèõ â

A. Äàëåå, ñëåäóÿ ãëàâå 2, âîçìóùåííûå êâàäðàòè÷íîå è ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâà

ïåðåïèøåì êàê

Ta =

8><
>:

x 7�! '(a; x) ;

a 7�! g(a) ;

(21)

è

~Ta =

8><
>:

x 7�! �(a; x) ;

a 7�! g(a) ;
(22)

ãäå ai+1 = g(ai); i = 1; 2; : : : ; � � 1; a1 = g(a�); ai 6= aj; i 6= j, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîäì-

íîæåñòâà Ac ïàðàìåòðè÷åñêèõ çíà÷åíèé a, ñîîòâåòñòâóþùèõ õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ

îòîáðàæåíèé, ìíîæåñòâî Ac = fâ 2 Ac 
 Ac 
 � � � 
 Ac| {z }
�

: â = (a1; : : : ; a� ); ai 6= aj; 1 �

i; j � �; i 6= j; a1; : : : ; a� 2 Acg, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëþáûì âîçìóùåíèÿì ïåðèîäà

� , îïåðèðóþùèì â Ac. Òåïåðü ìîæíî ïîêàçàòü [67, 68, 69, 97], ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäì-

íîæåñòâîAd � Ac òàêîå, ÷òî åñëè â 2 Ad, òî âîçìóùåííûå îòîáðàæåíèÿ (21), (22) áóäóò

îáëàäàòü óñòîé÷èâûìè öèêëàìè êîíå÷íûõ ïåðèîäîâ. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäå-

íèÿ ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïîäìíîæåñòâà Ad è íàõîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ

â îòîáðàæåíèÿõ (21), (22).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîäè÷åñêèå ïàðàìåòðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ íà õàîòè÷åñêîì ìíîæåñòâå

ïðèâîäÿò ê ïîäàâëåíèþ õàîñà. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî ïàðàìåòðè÷åñêèõ çíà÷å-

íèé â 2 A, äëÿ êîòîðûõ â ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìûõ ñåìåéñòâàõ (21), (22) ñóùåñòâóþò
óñòîé÷èâûå öèêëû, îòêðûòî â A.

Èäåÿ ïîäàâëåíèÿ õàîñà ïðîñòûì ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì ðàññìàòðèâàëàñü

ìíîãèìè àâòîðàìè [39, 41, 43, 49, 52, 53, 60, 74] (ñì. òàêæå îáçîðû [36, 37]. Â ÷àñòíîñòè,

áûëè ðàçâèòû äîâîëüíî ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåçîíàíñíîé ñòàáèëèçàöèè [39, 41, 49] è

ìåòîäû âûñîêî÷àñòîòíîé (íåðåçîíàíñíîé) ñòàáèëèçàöèè [53] õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.

4.2 Ìåòîäû ðåçîíàíñíîé è âûñîêî÷àñòîòíîé ñòàáèëèçàöèè

Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ ðåçîíàíñíîé è âûñîêî÷àñòîòíîé ñòàáèëè-

çàöèè èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííàÿ òåîðèÿ Ìåëüíèêîâà [118] (ñì. òàêæå [7, 113, 119]), çàê-

ëþ÷àþùàÿñÿ â îöåíêå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óñòîé÷èâîé è íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñàìè.

Â áèôóðêàöèîííîì ñëó÷àå óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñû îáðàçóþò ãîìîê-

ëèíè÷åñêóþ ïåòëþ. Ïðè ðàçðóøåíèè òàêîé ãîìîêëèíè÷åñêîé ñòðóêòóðû âîçìîæíû òðè

ñëó÷àÿ: âûõîäÿùàÿ ñåïàðàòðèñà îêðóæàåò âõîäÿùóþ; âõîäÿùàÿ ñåïàðàòðèñà îêðóæ-

àåò âûõîäÿùóþ; ñåïàðàòðèñû ïåðåñåêàþòñÿ. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñåïàðàòðèñàìè ñîîòâåòñòâåííî � < 0 è � > 0 äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè. È åñëè

òîëüêî íàéäåòñÿ ìîìåíò t0, êîãäà � ìåíÿåò çíàê, âîçíèêàåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Äþôôèíãà-Õîëìñà [120] (ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè ñì. â [85,
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113, 110, 119]) ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçìóùåíèåì:

_x = y ;

_y = x� �
h
1 + � cos(
t)

i
x3 � Æy + 
 cos!t ;

(23)

ãäå � � àìïëèòóäà è 
 � ÷àñòîòà ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ. Ñîãëàñíî [113], ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t0 äëÿ

íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ (23) äàåòñÿ âûðàæåíèåì

�(t0) = 2�

 
2

�

!1=2


!sch

�
�!

2

�
sin(!t0) +

4Æ

3�
:

Íåòðóäíî ðàññ÷èòàòü ýòî ðàññòîÿíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (23):

�(t0) =
2
p
2p
�
�
! sch

�
�!

2

�
sin(!t0) +

4Æ

3�
+
��

6�
(
4 � 6
2 + 1)csch

�
�


2

�
sin(
t0) ;

èëè, ââîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, �(t0) = A(!) sin(!t0)+B(
) sin(
t0)+C. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû âåëè÷èíà � îñòàâàëàñü ïîëîæèòåëüíîé äëÿ âñåõ t0, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâà

� >

����� 6�(A(!)� C)

�(
4 � 6
2 + 1)csch(�
=2)

����� :
Îäíàêî ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Îíî áóäåò òàêîâûì, åñëè ÷àñòîòû 


è ! ÿâëÿþòñÿ ñîèçìåðèìûìè. Áîëåå òîãî, åñëè îòíîøåíèå 
=! èððàöèîíàëüíî, òî

ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå t0, êîãäà �(t0) ìåíÿåò çíàê. Ïðè ýòîì ïåðèîä âðåìåíè � , â òå÷å-

íèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò äâîéíàÿ ñìåíà çíàêà, ìîæíî îïðåäåëèòü èç ñîîòíîøåíèÿ

A(!) � B(
) � C ' 0, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ êàñàíèÿ ñåïàðàòðèñ.

Âåëè÷èíà � , â çàâèñèìîñòè îò 
, ïðåòåðïåâàåò ñêà÷êè â òî÷êàõ, ãäå ÷àñòîòû 
 è !

ÿâëÿþòñÿ ñîèçìåðèìûìè. Èñïîëüçóÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

õàîñ ïîäàâëÿåòñÿ íà ÷àñòîòàõ 
 � 

(k)
R � k


(1)
R , ãäå 
(k)

R � ãàðìîíèêè ÷àñòîòû âîçáóæäå-

íèÿ ! óðàâíåíèÿ (23).

Òàêèì îáðàçîì, ñòàáèëèçàöèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â óðàâíåíèè Äþôôèíãà-

Õîëìñà íàáëþäàåòñÿ ïðè ðåçîíàíñíîì ñîîòíîøåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî ïàðàìåòðè÷åñê-

îãî âîçìóùåíèÿ è ÷àñòîòû ñèëîâîé ñîñòàâëÿþùåé.

Åñëè ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçìóùåíèå óðàâíåíèÿ Äþôôèíãà-Õîëìñà ââåñòè èíà÷å,

_x = y ;

_y = a(t)x� �x3 � Æy + 
 cos!t ;

(24)

ãäå a(t) = a(1 + � cos 
t), òî äëÿ íàáëþäåíèÿ ñòàáèëèçàöèè õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè

ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûñîêî÷àñòîòíîå âîçáóæäåíèå [53], êîãäà ÷àñòîòà 
 äîñòàòî÷íî

âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé !. Àíàëîãè÷íàÿ èäåÿ, ïîçâîëèâøàÿ íàéòè óñëîâèÿ

ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ïîñðåäñòâîì áûñòðûõ êîëåáàíèé ïîäâåñà, áûë
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îïèñàí åùå â 1951 ãîäó [121, 122]. Îñíîâíàÿ èäåÿ (êàê äëÿ ìàÿòíèêà, òàê è óðàâíå-

íèÿ Äþôôèíãà-Õîëìñà) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçäåëèòü áûñòðûå � è ìåäëåííûå X

ïåðåìåííûå. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

x = X + �, hxi = X, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ X. Ïåðåéäåì îò óðàâíåí-

èÿ (24) ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçìóùåíèåì ê óðàâíåíèþ äëÿ Ôóðüå-êîìïîíåíò, ïîëàãàÿ

� = �(A cos 
t+B sin
t)+�(C cos 2
t+D sin 2
t)+ : : : . Òîãäà ïîëó÷èì íåîãðàíè÷åííîå

÷èñëî ñöåïëåííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

�X � aX + �X3 +
3

2
�2�X(A2 +B2 + � � �)� 1

2
a�2A = �Æ _X + 
 cos!t ;

(�
2A + 
 _B + �A)� aX + Æ( _A + 
B)� �(3X2A +
3

4
�2A3 + � � �) = aX ;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò èññëåäîâàíèå ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðà-

çëîæåíèÿ ôóíêöèé A;B; : : : . Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò è îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå âûêëà-

äêè, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå ðåíîðìàëèçîâàííîå óðàâíåíèå

Äþôôèíãà-Õîëìñà:
�X � ~aX + �X3 = �Æ _X + 
 cos!t ;

ãäå ~a = a(1� a�2=2
2). Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåïàðàòðèñàìè äàåòñÿ

âûðàæåíèåì

�(t0) = �!


 
2

�

!1=2

sch

 
�!

2
p
~a

!
sin!t0 +

4Æ~a3=2

3�
;

à óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ åãî çíàêà îïðåäåëÿåòñÿ èç íåðàâåíñòâà

Æ >
3�


p
�!

(2~a)3=2
sch

 
�!

2
p
~a

!
: (25)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ~a ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì, òî âûðàæåíèå (25) ëåãêî âûï-

îëíÿåòñÿ, è ïîäàâëåíèå õàîñà äîëæíî íàáëþäàòüñÿ.

Íåîñïîðèìûì ïðåèìóùåñòâîì îïèñàííûõ â äàííîé ãëàâå ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî îíè ïîçâîëÿþò ðàçâèòü àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä. Îäíàêî íè îäèí èç íèõ íå äàåò

âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü ñèñòåìàìè ñ íåóñòîé÷èâûì èëè õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Òåì

íå ìåíåå, åñëè óñîâåðøåíñòâîâàòü âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, òî íåòðóäíî äîáèòüñÿ ïîëíîãî

êîíòðîëÿ íàä äèíàìèêîé ñèñòåìû.

5 Ïîäàâëåíèå õàîñà è ñòàáèëèçàöèÿ çàäàííûõ öèêëîâ

Â ýòîé ãëàâå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óïðàâëåíèÿ îïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè ñ íåóñòîé÷èâûì

èëè õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì è âûâîäà èõ íà òðåáóåìûé ðåæèì ýâîëþöèè íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûå ïàðàìåòðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ. Òàêèå âîçìóùå-

íèÿ � ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, êîãäà íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû,

êîòîðûå ìîæíî íàéòè êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà çàäàííûé öèêë.
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5.1 Êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è îòîáðàæåíèå ñ ãèïåðáîëè-
÷åñêèì àòòðàêòîðîì

Èññëåäóåì ñíà÷àëà çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ è ïîäàâëåíèÿ õàîñà äëÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ ñåì-

åéñòâàõ îòîáðàæåíèé [69, 70, 97]. Íà ïðèìåðå ýòèõ ñåìåéñòâ áóäåò ÿñíî âèäíî, ÷òî ïðè

ïîìîùè ïðîñòîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ áåç îáðàòíîé ñâÿçè

âèäà (5) óäàåòñÿ íå ïðîñòî ïîäàâèòü õàîñ, íî è ñòàáèëèçèðîâàòü öèêëû, êîòîðûå óæå

ñóùåñòâîâàëè êàê íåóñòîé÷èâûå â ïåðâîíà÷àëüíîì (íåâîçìóùåííîì) îòîáðàæåíèè.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé èíòåðâàëà [0; 1] â ñåáÿ:

Ta : x 7�! f(x; a) =

8><
>:

q(a)x+ r(a) ; 0 � x � a;

p(a)(1� x) ; a < x � 1;
(26)

ãäå a 2 (0; 1) � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð è q(a) = (1 � a)
.�

a(2 � a)
�
, r(a) =

1=(2 � a), p(a) = 1=(1 � a). Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ñåìåéñòâà (26) ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ïðè a = 1=2 îíî ñîïðÿæåíî ñ ñåìåéñòâîì êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé íà èíòåðâàëå

['2(1=2); '(1=2)]. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a 2 (0; 1) îòîáðàæåíèå Ta (26) èì-

ååò ïåðåìåøèâàþùèé àòòðàêòîð � = [0; 1]. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðåìåøèâàþùåãî àòòðàê-

òîðà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì ñâîéñòâîì: îòîáðàæåíèÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëà-

äàþò óñòîé÷èâûìè öèêëàìè è èìåþò ÷óâñòâèòåëüíóþ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâ-

èé. Áîëåå òîãî, äëÿ îòîáðàæåíèé ñ ïåðåìåøèâàþùèì òèïîì àòòðàêòîðà âîçìîæíî ïî-

ñòðîèòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ èíâàðèàíòíóþ ìåðó.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåííîå ñåìåéñòâî (26). Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì

äâóõïåðèîäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðà a. Â ýòîì ñëó÷àå
8><
>:

T1 : x 7�! F1(x) � Ta2 Æ Ta1 ;

T2 : x 7�! F2(x) � Ta1 Æ Ta2 :
(27)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî 0 < a1 < a2 < 1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-

íèÿ: a1 = a; a2 = a+�; � > 0. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îòîáðàæåíèå T1 èìååò òðè íåïîäâèæíûå

òî÷êè, êîòîðûå ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a1; a2 2 (0; 1). Ýòè íåï-

îäâèæíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò òðåì ðàçëè÷íûì öèêëàì ïåðèîäà äâà âîçìóùåííîãî

îòîáðàæåíèÿ (27). Öèêë, ñîîòâåòñòâóþùèé ñðåäíåé èç ýòèõ òî÷åê, âîçíèêàåò èç íåïîä-

âèæíîé òî÷êè íåâîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ (26), à äâà äðóãèõ öèêëà (ïåðèîäà äâà),

îòâå÷àþùèõ îñòàëüíûì äâóì íåïîäâèæíûì òî÷êàì, ðîæäàþòñÿ îò öèêëà ïåðèîäà äâà.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêèå ïàðàìåòðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ÷òî ýòè ïî-

ñëåäíèå òî÷êè ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè. Äåéñòâèòåëüíî, jq1p2j = (1�a)
.�

a(2�a)(1�a�
�)
�
, jq2p1j = (1�a��)

.�
(a+�)(2�a��)(1��)

�
. Òåïåðü, ââîäÿ îáîçíà÷åíèå jq1p2j � s1(�), è

jq2p1j � s2(�), ðàññìîòðèì ôóíêöèè s1(�); s2(�) â îáëàñòè 0 < � < 1�a. Èç èõ àíàëèçà ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a 2 (0; 1) ñóùåñòâóåò äèàïàçîí çíà÷åíèé ïàðàìåòðà � 2 (��; 1� a),

ãäå s2(�) < 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, â èíòåðâàëå (��; 1 � a) âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå
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(27) èìååò ñòàáèëèçèðîâàííûé äâóõïåðèîäè÷åñêèé öèêë, è ïî÷òè âñå ôàçîâûå òî÷êè

èç èíòåðâàëà [0; 1] áóäóò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê íåìó. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòîò öèêë

óæå ñóùåñòâîâàë êàê íåóñòîé÷èâûé â ïåðâîíà÷àëüíîì (íåâîçìóùåííîì) îòîáðàæåíèè

(26). Îí ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì ïîñðåäñòâîì íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ

îòîáðàæåíèÿ (27) îò çíà÷åíèé (a1; a1) ê çíà÷åíèÿì (a1; a2), òàê ÷òî s2(a1; a2) < 1.

Ïîäðîáíûå àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ áîëåå ñëîæíîãî óïðà-

âëåíèÿ ñåìåéñòâîì (26) íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ê íåìó ñïåöèôè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ [97].

Èìåííî, ïîñðåäñòâîì íàäëåæàùåãî âîçìóùåíèÿ óäàåòñÿ ñòàáèëèçèðîâàòü íåóñòîé÷èâûé

öèêë ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîãî ïåðèîäà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà îïðåäåëåííûé êëàññ

äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé, îáëàäàþùèõ íàèáîëåå ñèëüíûìè õàîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçó÷èì ò.í. îòîáðàæåíèå Áåëûõ. Ýòî îòîáðàæåíèå åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ðàäèîôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé

[123]. Ìàòåìàòè÷åñêè îòîáðàæåíèå Áåëûõ ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Q =

f(x; y) : jxj < 1; jyj < 1g � êâàäðàò íà ïëîñêîñòè (x; y). Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå T

T : (x; y) 7�! f(x; y) ; (28)

òàêîå, ÷òî

f(x; y) =

8>>>>><
>>>>>:

�
�1(x + 1)� 1;

1

�2
(y + 1)� 1

�
; (x; y) 2 Q1;

�
�3(x� 1) + 1;

1

�4
(y � 1) + 1

�
; (x; y) 2 Q2;

(29)

ãäå îáëàñòè Q1; Q2 ïîëó÷àþòñÿ ðàçäåëåíèåì èñõîäíîãî êâàäðàòà Q íåêîòîðîé ôóíêöèåé

h(x) : [�1; 1]! [�1; 1] íà äâå ÷àñòè:

Q1 = f(x; y) 2 Q : y < h(x)g ;

Q2 = f(x; y) 2 Q : y > h(x)g :
(30)

Êðîìå òîãî, äîïóñòèì, ÷òî ïîñòîÿííûå �1; �2; �3; �4 è ôóíêöèÿ h(x) âûáðàíû òàê, ÷òî

ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ T êâàäðàò Q îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ, TQ � Q. Ïîëó÷åííàÿ

êîíñòðóêöèÿ (28)�(30) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Áåëûõ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ â (30) ëèíåéíîé ôóíêöèåé âèäà h(x) =

ax è âûáåðåì ïîñòîÿííûå �i ñëåäóþùèì îáðàçîì: �1 = �3; 1=�2 = 1=�4 � �2. Òîãäà

îòîáðàæåíèå Áåëûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

T : (x; y) 7�! f(x; y) =

8>><
>>:

�
�1(x + 1)� 1; �2(y + 1)� 1

�
; y < ax;

�
�1(x� 1) + 1; �2(y � 1) + 1

�
; y > ax;

(31)

jaj < 1. Îòîáðàæåíèå (31) çàìå÷àòåëüíî òåì ôàêòîì, ÷òî îáëàäàåò àòòðàêòîðîì

ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî � ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ

äèôôåîìîðôèçìà T : Q ! Q êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q, òî ñóùåñòâóåò (îòêðûòàÿ)
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îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ ñæèìàåòñÿ ê � ñ óâåëè÷åíèåì èòåðàöèé. Ñâîéñòâî ãèïåðáîëè÷íî-

ñòè äëÿ îòîáðàæåíèé îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé òî÷êå p àòòðàêòîðà � èìååòñÿ äâà

èíâàðèàíòíûõ íàïðàâëåíèÿ. Âäîëü îäíîãî èç íèõ òî÷êè êîìïàêòà Q ýêñïîíåíöèàëüíî

ñòðåìÿòñÿ ê p, à âäîëü äðóãîãî òî÷êè ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óõîäÿò îò òî÷êè p.

Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîã-

îîáðàçèÿ Q. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàç-

èé ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå ó îòîáðàæåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèÿ ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì òèïîì àòòðàêòîðà îáëàäàþò

èíâàðèàíòíûìè ìåðàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òèïè÷íûõ

òðàåêòîðèé.

Îòîáðàæåíèå Áåëûõ (31), îäíàêî, íå ìîæåò áûòü ãèïåðáîëè÷åñêèì â ñòðîãîì ñìûñëå,

ïîñêîëüêó îíî ðàçðûâíî. Òåì íå ìåíåå, ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâ-

èòåëåì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Òàêîé òèï îòîáðàæåíèé ìîæåò ïîÿâ-

èòüñÿ âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà èìå-

åò íóëåâóþ ìåðó è íåêîòîðûõ äðóãèõ äîïóùåíèÿõ (ñì. [124]), ìîæíî ïîëó÷èòü ñòðîãèå

ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàçðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîé

ðåãóëÿðíîé òî÷êè âîçìîæíî ñôîðìèðîâàòü óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ.

Êðîìå òîãî, îïèðàÿñü íà êîíêðåòíûé âèä ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü

ýðãîäè÷åñêóþ èíâàðèàíòíóþ ìåðó.

Íåòðóäíî íàéòè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà äëÿ îòîáðà-

æåíèÿ Áåëûõ [97]. Äëÿ ýòîãî, âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïðè jaj < 1 ýòî îòîáðàæåíèå

èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè, X = (1; 1) è Y = (�1;�1). Âî-âòîðûõ, äëÿ âñåõ òî÷åê

êâàäðàòà, ãäå îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå (31), ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà Df = diagf�1; �2g. Äëÿ
ãèïåðáîëè÷íîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû j�1j < 1; j�2j > 1 (èëè íàîáîðîò), è TQ � Q.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè òîëüêî 0 < �1 <

1; 0 < �2 < 2=(1 + jaj); jaj < 1. Íàêîíåö, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

àòòðàêòîðà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå T áûëî âçàèìíî

îäíîçíà÷íûì (ò.å. ãîìåîìîðôèçìîì). Ýòî òðåáîâàíèå àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåòñÿ,

åñëè 0 < �1 < 1=2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè àòòðàêòîðà â îòîáðàæåíèè

Áåëûõ (31) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

0 < �1 < 1=2; 1 < �2 < 2=(1 + jaj); jaj < 1 : (32)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü ïîäàâëåíèÿ õàîñà â îòîáðàæåíèè (31) ñ

óñëîâèåì (32), íåîáõîäèìî ïðåæäå åãî îáîáùèòü íà ñëó÷àé jaj > 1. Ïðè âûïîëíåíèè

ýòîãî íåðàâåíñòâà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà X ïîïàäàåò óæå â îáëàñòü y < ax, à òî÷êà Y �

â îáëàñòü y > ax. Ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðè jaj > 1

íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü îòîáðàæåíèå Áåëûõ êàê

T : (x; y) 7�!

8>><
>>:

�
�1(x + 1)� 1; �2(y + 1)� 1

�
; y > ax;

�
�1(x� 1) + 1; �2(y � 1) + 1

�
; y < ax:

(33)
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Òàêèì îáðàçîì, íîâîå îòîáðàæåíèå (33) ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ (31) ïî-

ñðåäñòâîì çàìåíû x$ y è a = 1=a0. Çíà÷èò, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ãèïåðáîëè÷íîñòè

äëÿ îáîáùåííîãî îòîáðàæåíèÿ Áåëûõ (33) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ íåðàâå-

íñòâ:

0 < �2 < 1=2; 1 < �1 < 2=(1 + 1=jaj); jaj > 1 : (34)

Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü, â îòëè÷èå îò îòîáðàæåíèÿ (34), j�2j < 1 è j�1j > 1. Èíûìè ñëîâàìè,

ñæèìàþùåå è ðàñòÿãèâàþùåå íàïðàâëåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Ïóñòü ïàðàìåòð a îòîáðàæåíèÿ Áåëûõ öèêëè÷åñêè âîçìóùàåòñÿ ñ ïåðèîäîì 2. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû íàéòè êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå â äèíàìèêå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ, íåîáõîäèìî

ïåðåêëþ÷àòü ïàðàìåòð a âáëèçè çíà÷åíèÿ a = 1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû a1 < 1, a2 > 1.

Êðîìå òîãî, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ãèïåðáîëè÷íîñòè äëÿ âîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ

êàê ïðè a1 < 1 òàê è ïðè a2 > 1 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû èçìåíÿëèñü òàêæå è ïàðàìåòðû �1; �2.

Ó÷èòûâàÿ ýòè óñëîâèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå Áåëûõ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

T =

8><
>:

(x; y) 7�! f(a2; �
2
1; �

2
2) Æ f(a1; �11; �12)(x; y)

(x; y) 7�! f(a1; �
1
1; �

1
2) Æ f(a2; �21; �22)(x; y)

(35)

äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ èòåðàöèé ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå, ïîñêîëüêó êàê äëÿ a1 < 1, òàê è äëÿ a2 > 1 îòîáðàæåíèå Áåëûõ èìååò íåïîä-

âèæíûå òî÷êè X = (1; 1) è Y = (�1;�1), òî ýòè òî÷êè îñòàíóòñÿ íåïîäâèæíûìè òàêæå

è äëÿ îòîáðàæåíèÿ (35). Áîëåå òîãî, äèôôåðåíöèàë D �T âîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ (â

ñëó÷àå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ èòåðàöèé) îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

D �T =

 
�21 0

0 �22

!
�
 
�11 0

0 �12

!
=

 
�21�

1
1 0

0 �22�
1
2

!
def
=

 
��1 0

0 ��2

!
:

Ïîýòîìó, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî äëÿ a1 < 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 0 < �11 < 1=2; 1 <

�12 < 2=(1+ja1j), è 1 < �21 < 1=(1+1=ja2j); 0 < �22 < 1=2 ïðè a2 > 1, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

��1 è ��2 ìàòðèöû D �T áóäóò èçìåíÿòüñÿ â äèàïàçîíå 0 < ��1 < 1=(1 + 1=ja2j), 0 < ��2 <

1=(1+ja1j). Èíà÷å ãîâîðÿ, j��1j < 1; j��2j < 1 è íåïîäâèæíûå òî÷êèX; Y îòîáðàæåíèÿ (33)

ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð âûðîæäàåòñÿ

è ñìåíÿåòñÿ ïðîñòûì àòòðàêòîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, öèêëè÷åñêèå ïàðàìåòðè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ îòîáðàæåíèé ñ ÿðêî

âûðàæåííûìè õàîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïðèâîäÿò ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ â äèíàì-

èêå: èç õàîòè÷åñêèõ îíè ïðåîáðàçóþòñÿ â ðåãóëÿðíûå, îáëàäàþùèå ñòàáèëèçèðîâàííûìè

íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè èëè öèêëàìè.

5.2 Îòîáðàæåíèÿ ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè

Îïèøåì òåïåðü ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûé ìåòîä ïîèñêà âîçìóùåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê

ñòàáèëèçàöèè çàðàíåå âûáðàííûõ öèêëîâ (÷àñòè÷íî åãî îïèñàíèå äàíî â ðàáîòå [24]). Îí
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ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ïîëíûé êîíòðîëü íàä äèíàìèêîé ñèñòåì, êîòîðûå ýôôåêòèâíî

îïèñûâàþòñÿ, íàïðèìåð, óíèìîäàëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå Ta : x 7! f(x; a), x 2 M , a 2 A óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì:

1) ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî � �M , ÷òî äëÿ ëþáûõ x1; x2 2 � íàéäåòñÿ çíà÷å-

íèå a� 2 A, äëÿ êîòîðîãî f(x1; a�) = x2;

2) ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà xc 2 � òàêàÿ, ÷òî @f(x; a)=@x
���
x=xc

� Dxf(xc; a) = 0

ïðè ëþáîì a 2 A.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ x2; x3; : : : ; x� 2 � íàéäóòñÿ òàêèå x1 è a1; a2; : : : ; a� , ÷òî öèêë

(x1; x2; : : : ; x� ) áóäåò óñòîé÷èâûì öèêëîì âîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ Ta ïðè â =

(a1; : : : ; a� ).

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå âåëè÷èíû x1; x2; : : : ; x� . Â ñèëó óñëîâèÿ 1)

ñèñòåìà óðàâíåíèé f(x1; a1) = x2; f(x2; a2) = x3; : : : ; f(x� ; a� ) = x1 îòíîñèòåëüíî

ïàðàìåòðè÷åñêèõ çíà÷åíèé a1; a2; : : : ; a� èìååò ðåøåíèå âèäà â = (a1; a2; : : : ; a� ). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1; x2; : : : ; x� ) = p ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ïåðèîäà � îòîáðà-

æåíèÿ Ta ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçìóùåíèè â = (a1; a2; : : : ; a� ). ×òîáû ýòîò öèêë p

ñäåëàòü óñòîé÷èâûì, äîñòàòî÷íî âûáðàòü ýëåìåíò x1 áëèçêèì ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åí-

èþ xc, ïîñêîëüêó �(p) =
�Q

i=1
Dxf(xi; ai) è Dxf(xc; a) = 0 ïðè ëþáîì a. Ýòî ãàðàíòèðóåò

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè j�(p)j < 1.

Î÷åâèäíî, óñëîâèÿì 1), 2) óäîâëåòâîðÿþò ñåìåéñòâà ïîëèìîäàëüíûõ îòîáðàæåí-

èé. Ïîñêîëüêó ëþáîé öèêë âèäà (xc; x2; x3; : : : ; x� ) ïðè ïðîèçâîëüíûõ xi 2 � ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâûì, òî ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàòü äàííûé

ìåòîä óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ñèñòåì, êîòîðûå ýôôåêòèâíî îïèñûâàþòñÿ òàêèìè ñåì-

åéñòâàìè.

Íåòðóäíî íàéòè óñëîâèÿ íà óðîâåíü âíåøåãî øóìà, êîòîðûé íå ðàçðóøèë áû

ñòàáèëèçèðîâàííûå öèêëû. Ïóñòü óñòîé÷èâîìó öèêëó (xc; x2; x3; : : : ; x� ) ñîîòâåòñòâóåò

âîçìóùåíèå (a1; a2; : : : ; a� ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ai ñëåãêà èçìåíèëèñü:

(a01; a
0

2; : : : ; a
0

� ) = (a1 +�a1; a2 +�a2; : : : ; a� +�a� )

, j�aij � Æa. Íàéäåì ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå Æa, ïðè êîòîðîì âîçìóùåííûé

öèêë ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîñòü è èññëåäóåì, êàê â ýòîì ñëó÷àå èñêàçèòñÿ öèêë, ò.å. îïðå-

äåëèì �xi äëÿ (x01; x
0

2; : : : ; x
0

� ) = (xc + �x1; x2 + �x2; : : : ; x� + �x� ). Ðåçóëüòàòû òàêèõ

âû÷èñëåíèé äàþòñÿ ñëåäóþùåé òî÷íîé îöåíêîé.

Äîïóñòèì, ÷òî f(x; a) 2 C2[M � A] è âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå Ta ïðè â =

(a1; a2; : : : ; a� ) èìååò óñòîé÷èâûé öèêë ïåðèîäà � , p = (x1; x2; : : : ; x� ). Òîãäà, åñëè

j�aij � Æa =
1

tSaLS��1
x

�P
i=1

Si
x

;

ãäå i = 1; 2; : : : ; � , Sa = max
x;a

jDaf(x; a)j, L = max
x;a

jD2
xf(x; a)j, Sx = max

x;a
jDxf(x; a)j, òî

ýòî îòîáðàæåíèå èìååò òàêæå óñòîé÷èâûé öèêë p0 = (xc +�x1; x2 +�x2; : : : ; x� +�x� )
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ïåðèîäà � ïðè â0 = (a1 +�a1; a2 +�a2; : : : ; a� +�a� ) è

j�xij � Æx =
1

LS��1
x

:

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ai ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåííûìè, a0i =

ai + �ai. Íàéäåì èçìåíåíèå �x1 = x01 � xc. Ïðè ýòîì x01 äîëæíî áûòü íåïîäâèæíîé

òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ T1 (ñì. (8)), ò.å. x01 = F1(x
0

1; a
0

1; a
0

2; : : : ; a
0

� ). Òîãäà xc + �x1 =

F1(xc; a1; a2 : : : ; a� )+DxF1(xc; â)�x1+
�P

i=1
DaiF1(xc; â)�ai. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

xc = F1(xc; â) èDxF1(xc; â) = �(p) = 0 íàõîäèì, ÷òî�x1 =
�P

i=1

�Q
l=i+1

Dxf(xl; al)Daf(xi; ai)�ai.

Ñëåäîâàòåëüíî,

j�x1j � Æa
�P

i=1

�Q
l=i+1

���Dxf(xl; al)
������Daf(xi; ai)

��� � Æa�Sa

�P
i=1

Si
x : (36)

Îöåíèì, êàê ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ ìóëüòèïëèêàòîð öèêëà: �(p0) � �(p) = �(p0) =
�Q

i=1
Dxf(x

0

i; a
0

i) =
�P

i=1
D2

xf(xi; ai)
�Q

l=1

l6=i

Dxf(xl; al)�xi +
�P

i=1
D2

axf(xi; ai)
�Q

l=1

l6=i

Dxf(xl; al)�ai. Â

îáåèõ ñóììàõ íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïåðâûå ÷ëåíû, ïîñêîëüêó Dxf(x1; a1) =

Dxf(xc; a1) = 0. Ïîýòîìó �(p0) =
h
D2

xf(xc; a1)�x1 + D2
axf(xc; a1)�a1

i �Q
l=2

Dxf(xl; al).

Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî D2
axf(xc; a1) = Da

�
Dxf(xc; a)

����
a=a1

= Da(0) = 0. Çíà÷èò

j�(p0)j = j�x1j
���D2

xf(xc; a1)
��� �Q
l=2

���Dxf(xl; al)
���. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè öèêëà íåîáõîäèìî âûïîëíå-

íèå íåðàâåíñòâà j�x1j
���D2

xf(xc; a1)
��� �Q
l=2

���Dxf(xl; al)
��� � j�x1jLS��1

x < 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

j�x1j � Æx = 1=(LS��1
x ).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âîçìóùåíèå �x1 áóäåò ìåíüøå âåëè÷èíû Æx, òî öèêë îñòàíåòñÿ

óñòîé÷èâûì. Íî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå èçìåíåíèå �x1 ïðè âîçìóùåíèè ïàðàìåòðîâ

íà âåëè÷èíó Æa çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì (36). Ïîýòîìó óñëîâèå íà Æa ìîæíî çàïèñàòü êàê

Æa�Sa

P�
i=1 S

i
x = 1=(LS��1

x ) èëè

Æa =
1

tSaLS��1
x

�P
i=1

Si
x

:

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíî îïðå-

äåëÿòü ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå îøèáêè â çàäàíèè íåîáõîäèìûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàì-

åòðîâ.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà õîðîøî èçó÷åííîå ñåìåéñòâî (19). Äëÿ äàííîãî

îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâî � � ýòî èíòåðâàë [xb; xe], ãäå xb è xe � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

xint = f(x; 4), xint � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äóã y = 4x(1�x) è y = x, ò.å. [xb; xe] = [1=4; 3=4].

Íàéäåì âîçìóùåíèÿ â = (a1; a2; : : : ; a� ), ïðè êîòîðûõ â îòîáðàæåíèè (19) ñóùåñòâóåò

óñòîé÷èâûé öèêë òîãî èëè èíîãî ïåðèîäà t, êðàòíîãî ïåðèîäó âîçìóùåíèÿ � .

Çàïèøåì âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:8><
>:

xn+1 = anxn(1� xn) ;

an = an ( mod �+1) :

(37)
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Åñëè ýòî îòîáðàæåíèå èìååò öèêë p ïåðèîäà t, ðàâíîãî ïåðèîäó âîçìóùåíèÿ, t = � ,

p = (x1; x2; : : : ; xt), òî òî÷êè, ôîðìèðóþùèå ýòîò öèêë, áóäóò ïîä÷èíÿòüñÿ ñëåäóþùåé

ñèñòåìå óðàâíåíèé:
x2 = a1x1(1� x1) ;

x3 = a2x2(1� x2) ;

: : : : : : : : : : : : : ;

x1 = atxt(1� xt) :

(38)

×òîáû ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó, ò. å. íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ îòîáðà-

æåíèå (37) èìååò çàäàííûé öèêë p, íåîáõîäèìî âûðàçèòü çíà÷åíèÿ ai èç ñèñòåìû (38)

êàê
a1 =

x2

x1(1� x1)
;

a2 =
x3

x2(1� x2)
;

: : : : : : : : : : ;

at =
x1

xt(1� xt)
:

(39)

ßñíî, ÷òî íå äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ xi 2 (0; 1) ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ai 2 [0; 4]. Îäíàêî

åñëè ýòî âåðíî, òî äëÿ ëþáîãî öèêëà p = (x1; x2; : : : ; xt) ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðì-

åòðîâ (a1; a2; : : : ; at), äëÿ êîòîðûõ âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå (37) èìååò òàêîé öèêë.

Åñëè ìóëüòèïëèêàòîð j�(p)j =
��� tQ
i=1

ai(1� 2xi)
��� < 1, òî äàííûé öèêë óñòîé÷èâ. Ñ ó÷åòîì

óðàâíåíèé (39) ýòî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

j�(p)j =
�����
tY

i=1

xi+1

xi(1� xi)
(1� 2xi)

����� =
�����
tY

i=1

1� 2xi

1� xi

����� < 1 : (40)

Êîãäà ñðåäè òî÷åê öèêëà ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà xc = 1=2, òî (1�2xc)=(1�xc) =
0. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (40) âûïîëíåíî, è òàêîé öèêë óñòîé÷èâ.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé p = (x1; x2; : : : ; xt), äëÿ êîòîðûõ ai 2 [0; 4] è íåðàâåíñòâî (40)

âûïîëíåíî, îáðàçóåò îïðåäåëåííóþ îáëàñòü â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå Rt. Êàæäîé

òî÷êå ýòîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâûé öèêë âîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Èñï-

îëüçóÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (39), ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü â ïàðàì-

åòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rt. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå � = 2. Òîãäà (ñì. âûøå) öèêëû

âîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ (37) ìîãóò èìåòü ïåðèîäû òîëüêî t = �k ïðè íåêîòîðîì

öåëîì k. Èññëåäóåì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ â êîîðäèíàòíîì

è ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ ïðè k = 1; 2; 3.

I. k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîä âîçìóùåíèÿ � = 2 ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì óñòîé÷èâîãî

öèêëà t = � = 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå (x1; x2) îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

óñòîé÷èâîãî öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:

0 <
x2

x1(1� x1)
� 4 ; 0 <

x1

x2(1� x2)
� 4 ;

����1� 2x1

1� x1

1� 2x2

1� x2

���� < 1 :

Ðåøåíèå ïåðâîãî è âòîðîãî íåðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó âñåõ äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèé ïåðèîäà äâà. Òðåòüå íåðàâåíñòâî âûäåëÿåò èç ýòîãî ìíîæåñòâà îáëàñòü
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ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå x1 2 (0; 1). Òîãäà, ðåøàÿ

ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî x2, ïîëó÷èì:

0 < x2 <
3x1 � 2

5x1 � 3
; 0 < x1 <

1

3
;

0 < x2 <
x1

3x1 � 1
;

1

3
< x1 <

3

5
;

3x1 � 2

5x1 � 3
< x2 <

x1

3x1 � 1
;

3

5
< x1 < 1 :

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ âñåõ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ ïåð-

èîäà äâà, p = (x1; x2), äëÿ âîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ (37). Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñî-

îòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (a1; a2). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èñï-

îëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (39).

II. k = 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîä óñòîé÷èâîãî öèêëà ñîñòàâèò 4, ò. å. p = (x1; x2; x3; x4).

Îïðåäåëèì òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âîçìóùåíèÿ a1 è a2, ïðè êîòîðûõ ýòîò öèêë

ñóùåñòâóåò è óñòîé÷èâ.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (38) ñëåäóåò, ÷òî

x2 = a1x1(1� x1);

x3 = a2x2(1� x2);

x4 = a1x3(1� x3);

x1 = a2x4(1� x4):

Ïîýòîìó

a1 =
x2

x1(1� x1)
=

x4

x3(1� x3)
;

a2 =
x3

x2(1� x2)
=

x1

x4(1� x4)
:

(41)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íå âñÿêîìó íàáîðó çíà÷åíèé (x1; x2; x3; x4) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü öèêë

âîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Âûáðàâ â (41) äâà ñîîòíîøåíèÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ,

íåòðóäíî àíàëèòè÷åñêè âûðàçèòü îñòàâøèåñÿ äâà. Òàêèì æå îáðàçîì íàõîäÿòñÿ ïàðàì-

åòðû a1 è a2. Ïóñòü íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè áóäóò x1 è x2. Òîãäà, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

p1 = x1(1� x1), p3 = x3(1� x3), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
8>><
>>:

x2

x4
=

p1

p3
;

1� x2 = (1� x4)
x3p3

x1p1
:

Îòñþäà ëåãêî âûðàçèòü x4 è x2 ÷åðåç x1 è x3:

x4 =
x1p1p3 � x3p

2
3

x1p
2
1 � x3p

2
3

; x2 =
x1p

2
1 � x3p3p1

x1p
2
1 � x3p

2
3

:

27



Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå íàéòè a1 è a2 ÷åðåç x1 è x3:

a1 =
x1p1 � x3p3

x1p
2
1 � x3p

2
3

;

a2 =
x1

a1p3(1� a1p3)
:

(42)

Ñîîòíîøåíèå (42) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî

öèêëà ïåðèîäà 4 â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (a1; a2). Èìåííî, âûáðàâ ïðîèçâîëüíî x1; x3,

íàéäåì a1; a2 è âû÷èñëèì x2; x4. Äàëåå âûáåðåì ëèøü òå çíà÷åíèÿ x1 è x3, äëÿ êîòîðûõ

âåðíî ñëåäóþùåå:

0 < a1 � 4;

0 < a2 � 4;

�(p) =

����1� 2x1

1� x1

1� 2x2

1� x2

1� 2x3

1� x3

1� 2x4

1� x4

���� < 1:

(43)

Óñëîâèÿ (43) ñ ó÷åòîì (42) âûäåëÿþò â ïðîñòðàíñòâå (a1; a2) îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

óñòîé÷èâûõ öèêëîâ ïåðèîäà 4 âîçìóùåííîãî (� = 2) êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

III. k = 3. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïåðèîä óñòîé÷èâîãî öèêëà âîçìóùåííîãî îòîáðàæåí-

èÿ (37) ðàâåí 6, p = (x1; x2; x3; x4; x5; x6). Ïîñêîëüêó âîçìóùåíèå ïî-ïðåæíåìó çàäàåòñÿ

äâóìÿ ïàðàìåòðàìè (a1; a2), òî òî÷êè öèêëà p äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì ñî-

îòíîøåíèÿì:

a1 =
x2

x1(1� x1)
=

x4

x3(1� x3)
=

x6

x5(1� x5)

a2 =
x3

x2(1� x2)
=

x5

x4(1� x4)
=

x1

x6(1� x6)

(44)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò öèêëà

p = (x1; x2; x3; x4; x5; x6), � ÷åòûðå. Ïîýòîìó, âûáðàâ äâà â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ, ìîæíî

ïîëó÷èòü îñòàëüíûå, è âûðàçèòü ÷åðåç íèõ ïàðàìåòðû a1 è a2. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ,

êîãäà k = 2, ýòó ïðîöåäóðó ïðîäåëàòü äî êîíöà àíàëèòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Îñòàíîâèìñÿ íà òîì, ÷òî ìîæíî íàéòè èç ñîîòíîøåíèé (44). Âî-ïåðâûõ, êàê è â

ñëó÷àå k = 2, âûáåðåì â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò x1 è x3. Òîãäà, ïðîäåëûâàÿ

òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷òî è â ïðåäûäóùåì âàðèàíòå, ïîëó÷èì:

a1 =
x3p3 � x5p1

x3p
2
3 � x5p

2
1

=
x1p1 � x3p5

x1p
2
1 � x3p

2
5

(45)

ãäå, êàê è ðàíåå, pi = xi(1 � xi). Óðàâíåíèÿ (45) � íå ÷òî èíîå, êàê ñîîòíîøåíèÿ,

ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿ x1; x3; x5, ò.å.

Ax55 � Bx45 + Cx35 �Dx25 + Ex5 � F = 0 ;

ãäå
A = p1 ; D = x3p

2
3 + x3p3 + p21 ;

B = 2p1 + x3p3 ; E = x3p
2
3 ;

C = p1 + p21 + 2x3p3 ; F = x1p1p3(p3 � p1) :
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Òåïåðü, îïðåäåëÿÿ x5 = f(x1; x3) èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (44)

è (45) ëåãêî íàéòè âñå îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû a1, a2, x2, x4, x6. Äàëåå, åñëè èç âñåõ

ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì öèêëîâ âûáðàòü ëèøü òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâ-

èÿì xi 2 (0; 1), i = 1; 2; : : : ; 6, a1; a2 2 [0; 4], è óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè j�(p)j < 1, òî

ìîæíî ïîñòðîèòü îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî öèêëà ïåðèîäà 6 âîçìóùåííîãî

îòîáðàæåíèÿ (37) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (a1; a2).

6 Çàêëþ÷åíèå

Ïîñêîëüêó õàîñ âñòðå÷àåòñÿ â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì, â ðÿäå ñëó÷àåâ åãî ðàçâèòèå ìîæåò áûòü íåæåëàòåëüíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì â

ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàåòñÿ íîâîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè äåòåðìèí-

èðîâàííîãî õàîñà, ñâÿçàííîå ñ âîçìîæíîñòüþ ïîäàâëåíèÿ õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Åñëè

äîñòàòî÷íî ñëàáî (àääèòèâíî èëè ìóëüòèïëèêàòèâíî) âîçìóùàòü õàîòè÷åñêóþ ñèñòåìó

(èíûìè ñëîâàìè, ïðîèçâîäèòü îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó ñèñòåìîé è îêðóæàþùåé ñðå-

äîé), òî õàîñ èíîãäà âûðîæäàåòñÿ â ðåãóëÿðíîå äâèæåíèå. Ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ

ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ çàìå÷àòåëüíûõ ïðèëîæåíèé (ñì. Ââåäåíèå) è ïîçâîëèëî

ðàññìîòðåòü ìíîãèå ïðîáëåìû íåëèíåéíîé äèíàìèêè ïîä íîâûì óãëîì çðåíèÿ. Òàê,

ïîäõîä ê ðåøåíèþ îäíîé èç ñòàðûõ ïðîáëåì � îïèñàíèå ÿâëåíèÿ ñàìîîðãàíèçàöèè,

ò.å. îáðàçîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ ñëîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóêòóð, � â ðàìêàõ òåîðèè

äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà ïîëó÷èë íîâîå ðàçâèòèå. Èçâåñòíî, ÷òî æèâûå ñèñòåìû ñï-

îñîáíû ê ñàìîîðãàíèçàöèè. Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò çàêîíàì òåðìîäèíàìèêè, ïîñêîëüêó

âñå áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè è îáìåíèâàþòñÿ ýíåðãèåé ñ îê-

ðóæàþùåé ñðåäîé. Ýíòðîïèÿ, ñëóæàùàÿ ìåðîé áåñïîðÿäêà, ìîæåò óìåíüøàòüñÿ â îòê-

ðûòûõ ñèñòåìàõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Íåîáõîäèìàÿ ïðåäïîñûëêà ýôôåêòîâ ñàìîîðãàí-

èçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè ïîòîêà ýíåðãèè, ïîñòóïàþùåãî â ñèñòåìó îò âíåøíåãî

èñòî÷íèêà è äèññèïèðóåìîãî åþ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîòîêó ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò ñïîñ-

îáíîñòü ê àâòîíîìíîìó îáðàçîâàíèþ ñòðóêòóð. Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêòû ñàìîîðãàíè-

çàöèè íå ìîãóò áûòü èñêëþ÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ, è äîëæíû

íàáëþäàòüñÿ è â áîëåå ïðîñòûõ ñèñòåìàõ.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðàñïðåäåëåííûå ñðåäû, êîòîðûå ïîñòðîåíû èç äèñê-

ðåòíûõ ýëåìåíòîâ, ëîêàëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì è, òàêèì îáðàçîì, ïðè-

áëèæåííî îïèñûâàþùèõ åñòåñòâåííûå ïðîñòðàíñòâåííî ïðîòÿæåííûå ñèñòåìû. ×åðåç

êàæäûé èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ìîæåò ïðîõîäèòü ïîòîê ýíåðãèè, ïîñòóïàþùèé îò âíåøíåãî

èñòî÷íèêà. Õîòÿ ðàçíîîáðàçèå òàêèõ ñðåä ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî, ÷èñëî ìàòåìàòè÷åñê-

èõ ìîäåëåé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ

ñòðóêòóð â òàêèõ ñèñòåìàõ, íå ñòîëü çíà÷èòåëüíî. Ïî-âèäèìîìó, äàæå êîãäà îòäåëüíûå

ýëåìåíòû ñèñòåìû îáëàäàþò ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, âñÿ èõ âíóòðåííÿÿ ñëîæíîñòü íå

ïðîÿâëÿåòñÿ âî âçàèìîäåéñòâèÿõ ìåæäó íèìè è, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàêðîñèñòåìû, îíè

ôóíêöèîíèðóþò êàê äîñòàòî÷íî ïðîñòûå îáúåêòû ñ ìàëûì ÷èñëîì ýôôåêòèâíûõ ñòåïå-
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íåé ñâîáîäû.

Äðóãèì âàæíûì ïðèëîæåíèåì òåîðèè äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà ÿâëÿåòñÿ èçó÷å-

íèå ðàçëè÷íîãî ðîäà àðèòìèé, âîçíèêàþùèõ â òêàíÿõ ñåðäöà, è ñïîñîáîâ èçáàâëåíèÿ

îò íèõ. Èçâåñòíî, ÷òî ñåðäå÷íàÿ ìûøöà ÷óâñòâèòåëüíà ê âíåøíèì âîçáóæäåíèÿì. Åñëè

íîðìàëüíûé ïðîöåññ ñîêðàùåíèé íàðóøàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòóïëå-

íèÿ ýíåðãèè, íàïðèìåð, âñëåäñòâèå âîçíèêíîâåíèÿ íîâîãî èñòî÷íèêà âîçáóæäåíèÿ, òî

äàæå â òàêîé ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè ìîæåò íàáëþäàòüñÿ î÷åíü ñëîæíîå ïîâåäåíèå. Îñ-

íîâíàÿ ïðîáëåìà çäåñü � èçáàâèòüñÿ îò àðèòìèè ïðè ïîìîùè îïðåäåëåííûõ ñëàáûõ

âîçìóùåíèé, íå ïðèâîäÿùèõ ê ñèëüíûì âìåøàòåëüñòâàì â ñðåäó.

Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ òåñíî ïðèìûêàåò íå ìåíåå èíòåðåñíàÿ îáëàñòü èññëåäîâàí-

èé íåëèíåéíîé äèíàìèêè, èçó÷àþùàÿ êîëåáàòåëüíûå õèìè÷åñêèå ðåàêöèè. Õîòÿ â

íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãîå çäåñü óæå ïîíÿòî, ïðè÷èíû, âûçûâàþùèå êîëåáàòåëüíûå õèì-

è÷åñêèå ïðîöåññû, îñòàþòñÿ äî êîíöà íå âûÿñíåííûìè. Äèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå êîëå-

áàòåëüíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ìîæåò îêàçàòü â ýòîì ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü, â ÷àñòíî-

ñòè, êîñâåííûì ïóòåì óñòàíîâèòü íåäîñòàþùèå êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ðåàêöèé. Êðîìå

òîãî, âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè õàîòè÷åñêèõ õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ðàñïðåäåëåííûõ

ñðåäàõ ïîçâîëèò ïîäîéòè ê èññëåäîâàíèþ ÿâëåíèÿ ðåçîíàíñîâ ñïèðàëüíûõ âîëí ñ òî÷êè

çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Çíàíèå îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé ïîâåäåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì äàåò âîçìîæíî-

ñòü ïåðåéòè ê öåëåíàïðàâëåííîìó êîíñòðóèðîâàíèþ èñêóññòâåííûõ ñèñòåì, íåëèíåéíûå

ïðîöåññû â êîòîðûõ ïðèâîäèëè áû ê îáðàçîâàíèþ íóæíûõ ñòðóêòóð. Ïîêà â ýòîì íàïðà-

âëåíèè ïðåäïðèíèìàþòñÿ ëèøü ñàìûå ïåðâûå øàãè. Íàèáîëåå ðàçâèòûì ïðèëîæåíèåì

ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå óñòðîéñòâ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ õàîòè÷åñêèõ

ñèñòåì. Äåéñòâèå òàêèõ óñòðîéñòâ áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè åñòåñòâåííîé "âíóòðå-

ííåé"ñòðóêòóðû ñèñòåìû è óïðàâëåíèè ïðèòîêîì ýíåðãèè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè îòíî-

ñèòåëüíî ìàëûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàòàõ ñîçäàòü óñòðîéñòâà ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî

òèïà, ñïîñîáíûå çàïîìèíàòü, øèôðîâàòü è îáðàáàòûâàòü çàäàííóþ èíôîðìàöèþ.

Åñòåñòâåííî, ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè

íå èñ÷åðïûâàåòñÿ òîëüêî ïåðå÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè. Îäíàêî á�îëüøóþ èõ ÷àñòü

ìîæíî íàéòè â ïðèâåäåííîì íèæå ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

Â çàêëþ÷åíèå íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìà óïðàâëåí-

èÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è ïîäàâëåíèÿ õàîñà ïðîäîëæàåò äîñòàòî÷íî èíòåíñèâ-

íî ðàçâèâàòüñÿ. Êðîìå òîãî, ïóáëèêóþòñÿ íîâûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ðàçðàáîòêàì

íîâûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó â áëèæàéøåì áóäóùåì ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ

áîëüøîãî ÷èñëà óæå ðåàëèçîâàííûõ íåîæèäàííûõ è èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íûì ñîòðóäíèêàì Ñ.Ä.Ðûáàëêî,

À.Í.Äåðþãèíó è À.Ê.Ïðîõîðîâó, à òàêæå àñïèðàíòàì è ñòóäåíòàì êàôåäðû ôèçèêè

ïîëèìåðîâ è êðèñòàëëîâ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà ìíîãî÷èñëåííûå ïëîäîòâîðíûå
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îáñóæäåíèÿ äàííîé ðàáîòû.
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