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Монография посвящена анализу возможного подхода к разработке нового класса макромоделей экономики. В основу подхода положено понятие межвременного равновесия, т.е. согласования прогнозов экономических агентов относительно будущих изменений экономической конъюнктуры. Обычно эта конструкция используется в абстрактных моделях для иллюстрации отдельных экономических феноменов. В данной работе этот подход предлагается последовательно использовать для построения полноценных реалистичных макромоделей экономики.

В первой части приводится обзор работ по системному анализу развивающейся экономики и обсуждаются возникающие в этих работах проблемы.

Во второй части проводится анализ классической модели конкурентного межвременного равновесия. В результате, во-первых, выделяется класс моделей, в которых равновесия заведомо существуют и обладают хорошими свойствами. Во-вторых, модель записывается как динамическая система, и в ней обнаруживаются аналоги многих понятий, используемых в бухгалтерской отчетности и экономической теории. В-третьих, задачи всех агентов приводятся к единообразной стандартной форме.

В третьей части задача агента обобщается на случай, когда условия совершенной конкуренции не выполнены. Проводится анализ этой задачи и на его основе строится модель управления фирмой или банком с помощью финансовых потоков.

В заключение приводится пример модели классической рыночной экономики, построенный по предлагаемой схеме. 
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Предварительные замечания
Хотя автор у этой книги один, и он несет всю ответственность за возможные ошибки и недомыслия, по существу работа основывается на результатах труда коллектива исследователей ВЦ им. Дородницына РАН, которые уже более 25 лет под руководством академика РАН А.А. Петрова занимаются математическим моделированием экономики. Основные результаты этой работы отражены в публикациях [1,5-13,16-21, 28-31, 33-35]. Авторы этих публикаций – это и есть члены нашего коллектива. Состав его со временем менялся, но мы все принадлежали  одной школе и работали с подлинным энтузиазмом. Автор выражает глубокую признательность всем коллегам, с которыми мы моделировали экономику, за чудесный опыт совместной работы.

Если говорить более конкретно о содержании данной книги, то необходимо отметить, что результаты части II в значительной степени были получены благодаря длительным и плодотворным дискуссиям с к.ф.-м.н. С.В. Чукановым, который, в частности, убедил автора в том, что аппарат межвременных равновесий может быть подходящим инструментом описания реальных процессов в экономике. Автор также выражает глубокую признательность академику РАН А.А. Петрову, который постоянно проявлял большой интерес к исследованиям, результаты которых изложены в книге. А.А. Петров также взял на себя труд прочесть книгу в рукописи и, как всегда, сделал множество глубоких и полезных замечаний, которые автор постарался учесть.

Что касается формы изложения, то автор намеренно выбрал не самый короткий путь к цели, поскольку считает мотивировки и обсуждение альтернативных подходов не менее важным, чем описание окончательных конструкций. Математический аппарат, используемый в книге весьма несложен. 

Конструкция конкретных моделей, представленных в книге, существенно опирается на некую общую абстрактную схему, поэтому изложение пришлось вести по принципу «от общего – к частному». Известно, что такой путь не лучший для читателей, не имеющих опыта работы в рассматриваемой области, особенно, когда уже на уровне абстрактных схем обсуждаются альтернативные подходы. В качестве краткого введения в терминологию и проблематику математического моделирования экономики в том смысле, в каком мы его здесь понимаем, можно предложить брошюру [21]. 

И, наконец, о форме представления. Поскольку книги сейчас часто читают с экрана, материал разбит на очень мелкие части. Подразделения с трехзначными номерами отвечают, по сути, отдельным определениям или утверждениям с комментариями.  Тем не менее, строго доказываемые утверждения для облегчения их поиска по оглавлению выделены как подразделения с четырехзначными номерами и собственными названиями. Определения особо не выделяются, но там, где понятие наиболее полно объясняется, оно помечается полужирным курсивом, а когда используется до объяснения, то курсивом. Нумерация глав сквозная, нумерация формул двузначная, первая цифра номера формулы отвечает номеру главы. 

Выдержать единую систему обозначений на протяжении всей книги не удалось – не хватило букв. В пределах отдельных частей единство обозначений сохраняется. По причинам, которые будут объяснены в тексте, стиль написания формул в главе 9 существенно изменяется.
ЧАСТЬ I
Модели системного анализа развивающейся экономики

Глава 1 Модельная «летопись» российских экономических реформ 
1.1 Системный анализ развивающейся экономики

В 1975 г. в Вычислительном центре 1

 SEQ MTSec \r 1 \h \* MERGEFORMAT 

руководством академика РАН А.А. Петрова мы открыли новое направление исследований: системный анализ развивающейся экономики [Equation Section 1

 SEQ MTSec \r 1 \h \* MERGEFORMAT 

АН СССР (потом РАН) под  MACROBUTTON MTEditEquationSection2 Equation Section 1], в котором методологию математического моделирования сложных систем, развитую в естественных науках [2-4], синтезировали с достижениями современной экономической теории. Мы поставили перед собой задачу научиться строить замкнутые математические модели, которые описывали бы механизмы развития во времени макроэкономических структур и правильно воспроизводили совокупность основных качественных особенностей эволюции изучаемой экономической системы. Чтобы решить эту задачу, мы сосредоточили внимание на разработке методов описания реальных экономических отношений в изучаемой системе. На их основе развивались методы агрегирования исходных микроэкономических описаний в макроструктуры. 

Начали мы с моделей рыночной экономики [1,5], а в 1988 г. построили модель, которая воспроизводила основные качественные особенности эволюции плановой экономики [8]. Поэтому, когда началась перестройка, мы были готовы использовать наш подход для анализа тех изменений, которые происходили в экономике СССР, а потом России. Каждая из наших моделей была основана на системе гипотез относительно характера тех экономических отношений, которые складывались на последовательных этапах переходного периода.

С помощью этих моделей удалось понять внутреннюю логику развития экономических процессов, которая скрывалась за видимой, часто казалось бы парадоксальной картиной экономических явлений, не укладывавшейся в известные теоретические схемы. Опыт применения моделей показал, что они служат надежным инструментом анализа макроэкономических закономерностей, а также прогноза последствий макроэкономических решений при условии сохранения сложившихся отношений. Если же экономические отношения существенно изменяются, систему гипотез приходится обновлять и строить новую модель.

Таким образом, в рамках единого подхода с помощью математических моделей мы могли проследить внутреннюю логику изменений, происходивших в нашей экономике в период 1988-1998 гг. Получилась, можно сказать, целая «летопись» экономических реформ, выраженная на языке математических моделей. Целиком эти модели описаны в [5,6], а обзор, более подробный, чем приводится ниже, можно найти в [7].

1.2 Плановая экономика

В 1986-88 гг. по заданию Госбанка СССР мы провели системный анализ экономических отношений, сложившихся к тому времени в СССР, и на его основе разработали макроэкономическую модель плановой административно регулируемой экономики. [5, стр. 96-118, 220-236], [6, стр. 116-130], [8]. Исследования, которые мы провели, показали, что главные особенности эволюции советской экономики в 70-80-х годах можно объяснить немногими характерными чертами экономических отношений, сложившихся в рамках планово-административной системы:
· С конца 50-х годов потребительский спрос населения, и предложение рабочей силы с учетом ее реальной производительности плохо поддавались административному регулированию. В этих условиях плановые органы в принципе не могли гарантировать обеспечение плана ресурсами и соответствие плана спросу по ассортименту продукции.

· Производители, получив несбалансированный по ресурсам план, выраженный в агрегированных показателях, производили некачественный (некомплектный, неходовой и просто фиктивный) продукт, валовая стоимость которого позволяла отчитаться за выполнение плана. 
· Через систему материально-технического снабжения можно было сбыть весь произведенный продукт, но значительная часть его омертвлялась в виде сверхнормативных запасов и выходила из хозяйственного оборота. 
· Выпуск некачественного, неходового продукта вызывал с одной стороны рост материалоемкости и увеличение капитальных затрат, а с другой – рост вынужденных сбережений населения. Возникала материально-финансовая разбалансированность хозяйства. Однако по информации, которую получали директивные и плановые органы, народнохозяйственный план выполнялся по всем показателям. Рост выпуска некачественного продукта по отчетам выглядел как рост производительности труда.

Все эти явления были описаны моделью. В процессе ее разработки мы поняли внутреннюю логику экономических отношений, свойственных планово-административной системе, и убедились, что они органически связаны со структурой производства и обращения. В частности, исследование модели показало, что 
· в рассматриваемых условиях лучшее, что мог делать плановый орган – это давать заведомо завышенный, «напряженный» план, 
· в этой структуре привилегированное положение объективно занимала система розничной торговли. 
· Идентификация модели показала, что в СССР в 80-е годы избыточное производство составляло около 30%. 

1.3 Возникновение кооперативного сектора

На рубеже 1987-88 гг. начался слом старых экономических отношений. Были приняты закон о предприятии, сводивший планы к госзаказу, под который выделялись материальные фонды, и закон о кооперации, который позволял арендовать мощности, не загруженные госзаказом, покупать сырье по коммерческим ценам у предприятий государственного сектора, производить товары народного потребления и услуги и продавать их населению по свободным рыночным ценам. 

Предполагалось, что производительность труда в кооперативном секторе будет выше, чем в государственном. Поэтому, если в кооперативный сектор перейдет некоторая часть рабочей силы, потребуется взять в аренду относительно небольшую часть мощностей государственного сектора, чтобы сбалансировать рабочую силу с мощностями. Одновременно улучшится баланс рабочей силы и мощностей в государственном секторе, и, следовательно, уменьшится выпуск некачественного продукта, даже если сохранится перенапряженный план по госзаказу государственному сектору. 

Чтобы понять, так ли это будет, мы модифицировали модель плановой административно регулируемой экономики, введя в нее описание кооперативного сектора, которое воспроизводило основные положения закона о кооперации [5, стр. 236-269], [6, стр. 130-156], [9]. 

· Главная гипотеза, на которой была основана модель, заключалась в том, что рабочая сила будет мигрировать в кооперативный сектор для того, чтобы производить потребительский продукт, а интенсивность миграции определится отношением оплат труда в кооперативном и государственном секторах.

· Исследование модели показало, что расширение кооперативного сектора действительно могло бы смягчить отрицательные последствия перенапряженного плана и замедлить рост выпуска некачественного продукта. Доля потребления в валовом продукте должна была вырасти, а вынужденные сбережения населения – сократиться. Но достигалось бы все это ценой роста розничных цен и уменьшения реальной заработной платы в государственном секторе. Кооперативы могли бы только заполнить ограниченную «экономическую нишу», образованную дисбалансом мощностей и реальной рабочей силы. 

1.4 Экономика СССР накануне развала

Перестройка М. С. Горбачева, последовательно разрушая механизмы административного регулирования, выбила советскую экономику из своеобразного состояния неэффективного равновесия, в котором она находилась, и запустила стихийные механизмы саморегулирования экономической активности.

В условиях хозрасчета и усиления самостоятельности трудовых коллективов предприятия распродавали сверхнормативные фонды, а доходы тратили не на развитие производства, а на заработную плату. Была подорвана государственная монополия на внешнюю торговлю, теперь доходы от нее в значительной части шли на счета экспортеров и импортеров, дополнительно увеличивая количество денег в обращении и способствуя росту внутреннего курса доллара. Инфляционные ожидания отпугивали население от сбережений, и практически все доходы население тратило на потребление.

От плановой административной системы осталась система госзаказов на основные виды продукции и фондирования госзаказов не только сырьем, но и потребительскими продуктами, особенно в отраслях ВПК. В этой системе действовали государственные оптовые и розничные цены. В плановой административной системе государственные цены не были регуляторами хозяйственной деятельности предприятий. В условиях сильнейшей материально-финансовой несбалансированности система хозяйственных связей превратилась в систему бартерных обменов между предприятиями.

Неконтролируемый рост доходов населения в условиях ограниченного предложения потребительских товаров по фиксированным розничным ценам разрушил государственный сектор потребительского рынка. На месте его возникла система снабжения трудовых коллективов потребительскими товарами по государственным розничным ценам из фондов, полученных предприятиями под госзаказ, при этом не мог не расшириться черный рынок потребительских товаров. 

Таким образом, в 1991 г. перестройка экономики СССР завершилась тем, что возникли три уклада: государственный заказ и фондирование по фиксированным государственным ценам, бартерные обмены и черный рынок потребительских товаров.

В 1991-92 гг. мы построили модель многоукладной экономики, в которой описали эти особенности экономических отношений [5, стр.336-367], [6, стр.157-179]. 

· Производство в модели было представлено тремя секторами: производства потребительских и инвестиционных продуктов (гражданский), производства продукции государственного потребления (оборонный), и производства сырья (добывающий). Население было разделено на группы, связанные с указанными секторами.

· По официальной розничной цене потребительские продукты распределялись по секторам как часть фондирования госзаказа. Но те же продукты можно было купить значительно дороже на черном рынке. Разница уровня цен черного рынка и уровня государственных розничных цен характеризовала в модели степень несовершенства потребительского рынка. В модели учитывалось и то, что на общее экономическое положение уже существенно влиял экспорт продукции отраслей добывающего сектора.

· Было показано, что от экспорта зависел и уровень потребления населения, и уровень производства в стране. При увеличении экспорта уровень потребления рос, но уровень производства наоборот снижался за счет существенного спада в отраслях оборонного сектора. Эти явления усиливались по мере того, как увеличивалась степень несовершенства потребительского рынка. Расчеты показали, что при несовершенном потребительском рынке увеличением экспорта сырья можно было вызвать катастрофический спад отраслей ВПК.
· Результаты исследования модели сложились в противоречивую картину. Увеличение экспорта продукции отраслей добывающего сектора выгодно населению в целом, хотя вызывает общий спад производства. Отношение работников разных секторов к этому прямо противоположное. Увеличение экспорта выгодно работникам добывающего сектора, но невыгодно работникам оборонного. Уровень производства отраслей гражданского сектора почти не зависит от экспорта, поэтому его работники должны относиться нейтрально к увеличению экспорта.
· Обнаружилось также, что чем выше степень несовершенства рынка, т.е. выше уровень спекулятивных доходов, тем слабее стимулы трудиться у населения в целом. Тот же уровень потребления обеспечивается все меньшим уровнем производства. А вот рост экспорта сырья и энергоносителей существенно повышает уровень потребления населения. В результате перестройки у населения в целом уже возникли экономические стимулы к торгово-посреднической деятельности, особенно связанной с экспортом и импортом, и ослабли стимулы к производительному труду.
· Либерализация цен в январе 1992 г., официально считающаяся началом реформы, по существу была уже неизбежным шагом в направлении срочного восстановления потребительского рынка. 

1.5 Либерализация цен 

Российские власти отважились восстанавливать потребительский рынок с помощью резкой либерализации хозяйственной деятельности. Что «шоковая» либерализация цен неизбежно вызовет сильную инфляцию, мы поняли еще весной 1990 г., построив модель, которая описывала краткосрочные последствия будущей «шоковой терапии» советской экономики.

Все особенности структуры хозяйства и экономических отношений в СССР, изложенные в разделе 1.2, мы приняли во внимание, когда в мае 1990 г. разработали математическую модель [5, стр. 276-309], [10], с помощью которой оценили последствия «шокового» освобождения цен и либерализации сферы обращения.

· В 1990 г. мало, что было известно о характере переходных процессов после начала реформы. Было ясно только, что перестройка структуры хозяйства займет годы. Мы решили упростить задачу и построить модель процессов, которые будут существенны в краткосрочном плане, скажем, в первый год после начала реформы. Поэтому мы предположили, что старая структура производства сохранится, и только уровень снизится на величину выпуска продукции, которая не найдет спроса. 

· В 1990 г. трудно было представить, как поведут себя экономические агенты в резко изменившихся условиях. В модели мы описали в агрегированном виде четырех экономических агентов: производство, население, Госбанк и государство, функция которого была представлена доходами и расходами государственного бюджета. Население было разделено на две группы по источникам доходов: «хозрасчетников», получающих доходы от производства и коммерческой деятельности, и «бюджетников», получающим доходы из государственного бюджета. Доходы первых непосредственно зависят от цен, а доходы вторых фиксированы. Государство может их индексировать, а может и воздержаться. 

· В модели была также описана динамика сбережений и долгов агентов. 

· Мы предположили, что сразу после начала реформы предприятия получат право продавать продукцию по свободно складывающимся ценам на сразу же возникшем конкурентном рынке. Были учтены параметры государственной макроэкономической политики, главным из которых был уровень, до которого снижаются государственные расходы.

Модель была идентифицирована по данным Госкомстата СССР о состоянии народного хозяйства за 1988 г., и с ее помощью были рассчитаны временные ряды цен, сбережений, реальных доходов обеих групп населения и других показателей состояния экономики.

· Расчеты показали, что, даже отказавшись от индексации доходов «бюджетников», правительство могло бы добиться сравнительно умеренного роста цен (всего в 5 раз) только совершенно нереальными мерами. Надо было бы за полгода в четыре раза сократить госрасходы в постоянных ценах. А это значит, что за полгода надо сократить в четыре раза закупки для вооруженных сил, милиции, образования, медицины, науки и культуры. 
· Но даже при этих нереальных условиях разница доходов «хозрасчетников» и «бюджетников» достигла бы примерно 700%. Расчеты показали, что индексация доходов «бюджетников» только усиливает инфляцию, которая «съедает» прибавку доходов. 

Мы представили результаты этих исследований и расчетов в подкомитет по экономической реформе Верховного Совета СССР тогдашним идеологам и прорабам перестройки, ими заинтересовались службы КГБ. Однако во внимание и в расчет наши результаты не были приняты. Уже после путча 1991 г. участники представительного международного семинара в венском Международном институте системного анализа вежливо пожимали плечами, – не может быть такого скачка цен.

1.6 Период высокой инфляции 1992-1995гг.

К весне 1993 г. неконтролируемые рыночные отношения проникли в сферу обращения, в частности, государство утратило контроль над внешней торговлей. Сложились влиятельные торгово-посреднические группы, которые занимались экспортной и импортной деятельностью в основном спекулятивного характера. Экспортеры и (в меньшей степени) импортеры создавали новую банковскую систему. Возникшие рынки были далеко не конкурентными, и рыночное равновесие не обеспечивало эффективное распределение и использование ресурсов.

В сфере производства сохранялся прежний экономический уклад. Администрация предприятий еще оставалась под сильным влиянием трудовых коллективов и пыталась стабилизировать производство. Однако в новых условиях большинство предприятий быстро лишилось собственных оборотных фондов и потеряло рентабельность. Исключение составляли предприятия добывающих отраслей, ориентированных на экспорт. Тем не менее, еще не возникала сильная отраслевая дифференциация оплаты труда. Перераспределение доходов от экспорта осуществлялось путем льготного кредитования производителей Центральным банком.

В 1993 г. мы создали модель, отражавшую экономические отношения, которые сложились в России на первом этапе реформы [5, стр. 367-479], [6, стр. 181-268]. 

· В этой модели мы описали экономическую систему как иерархию монополий, на вершине которой находились экспортеры, а внизу – население и государство (в качестве потребителя). Промежуточные «этажи» занимали последовательно промышленные предприятия, импортеры и коммерческие банки. 
Исследование модели дало возможность теоретически осмыслить, что же произошло с нашей экономикой в период 1989-1993 гг. В результате выяснилось, что 

· Экономика перешла из своеобразного неэффективного равновесия (или застоя, как принято его называть), который определялся реальными экономическими отношениями в рамках советской плановой административной системы, в другое, но опять неэффективное, равновесие. Мы назвали последнее «инфляционным равновесием», потому что «шоковая» либерализация цен неизбежно приводила к очень сильной инфляции. 

· Неконтролируемая инфляция лишила население сбережений, одновременно кредитно-денежная система лишилась классического кредитного ресурса и вынуждена была заменить его бесплатными деньгами в обращении. Было показано [6, стр. 182-192], [11], что при сильной инфляции и задержках в обращении денег экономика может находиться в состоянии неэффективного равновесия. 
· Было показано, что эффективность инфляционного состояния равновесия зависит от величины льготных кредитов. Увеличение кредитов до определенного уровня ведет к росту производства и реальных доходов населения. Излишний рост кредитов только разгоняет инфляцию. Наоборот, недостаток кредитов подавляет производство и даже может загнать экономику в дефляционный шок.
· Комплекс экономических явлений, характерных для первого этапа реформы, был объяснен с единых теоретических позиций. С помощью математической модели, основанной на этой теории, были получены количественные оценки эффективности (вернее, неэффективности) сложившейся структуры российской экономики, оценены возможности государственной макроэкономической политики в сложившихся экономических условиях. 
· Модель регулярно использовалась для количественных оценок последствий разных мер макроэкономической политики. Модель позволяет оценивать и такие показатели, которые непосредственно не отражаются в статистике. С помощью модели мы оценили, что в 1992-1994 гг. из внутреннего экономического оборота уходили 12-25 млрд. долларов в год. 
· Будучи использованными в интересах национальной экономики, а не в частных интересах торгово-посреднических структур, эти деньги могли бы стать ресурсом структурной перестройки и экономического роста. Однако сложившиеся экономические отношения не позволили создать этот ресурс. Потребительский рынок был восстановлен ценой невероятного расточения национальных ресурсов.
· Макроэкономическая политика государства имела весьма ограниченные возможности. Классическая денежная политика сокращения льготных кредитов производителям или сокращения реальных расходов государственного бюджета, действительно, заметно влияет на денежные показатели, – сокращает дефицит государственного бюджета и уменьшает темпы инфляции. Однако эти достижения даются ценой сокращения производства и снижения реальных доходов населения. Таким образом, жесткая антиинфляционная политика государства сама по себе не обеспечивает экономического роста. В лучшем случае она создает благоприятные условия для возобновления роста. Чтобы действительно начался рост, необходима структурная политика государства, направленная на перестройку экономических отношений.

1.7 Период финансовой стабилизации

Важной вехой в развитии экономических отношений в России был 1995 г., когда после завершения бесплатной приватизации с помощью жесткой кредитной политики, неэмиссионного финансирования дефицита бюджета и введения валютного коридора была подавлена инфляция и замедлен спад производства. Новая экономическая ситуация возникла не просто в результате перечисленных волевых действий правительства. 

Относительный рост издержек экспорта и относительное снижение цен на импортные товары привели к тому, что структура внутренних цен приблизилась к структуре мировых. Рост предложения валюты экспортерами, вынужденными покрывать возросшие внутренние издержки, и сокращение спроса на нее импортеров были главными внутренними причинами замедления роста курса доллара. Именно это естественное укрепление рубля дало возможность ЦБ установить валютный коридор. Стабилизация рубля лишила привлекательности валютный рынок, поэтому деньги начали перетекать с него на рынок государственных краткосрочных обязательств (ГКО). Связав их «пирамидой» ГКО, Минфин осуществил неэмиссионное финансирование дефицита государственного бюджета, и инфляция была подавлена. Надо отметить, что специалисты ЦБ уловили и использовали произошедшие изменения, рассчитали реальную величину валютного коридора и подкрепили его другими мероприятиями (требованием резервировать валютные депозиты рублями, «чисткой» банковской системы и др.)

С развитием приватизации так изменились отношения собственности, что администрация предприятий почувствовала себя реальным хозяином, независимым от трудового коллектива, и обнаружила, что можно не платить обещанную зарплату. Прежние цели администрации сохранить трудовой коллектив и стабилизировать производство теперь сменились чисто рыночным стимулом увеличить собственные доходы. 

Изменение отношений администрации и трудового коллектива способствовало распространению в сферу производства различных форм нелегального и полулегального оборота платежных средств. Качественные изменения отношений собственности, так же, как и количественные изменения доходности экспортных и импортных операций, вызвали сильную дифференциацию доходов населения. Отраслевая дифференциация ставок заработной платы отсекла от дележа экспортной выручки трудящихся, не причастных к экспортным операциям, но увеличила реальные доходы занятых в экспортных отраслях и сфере рыночных услуг.

В результате, с одной стороны, сформировался достаточно многочисленный слой зажиточного населения, склонного к сбережениям. По экспертным оценкам около 25 млн. человек было занято в новой сфере рыночных отношений. С другой стороны, еще более выросла численность населения за чертой бедности. В итоге выросли сбережения, уменьшился платежеспособный спрос на потребительском рынке, уменьшилась необходимость вторичного, нерыночного, перераспределения доходов, и увеличился платежеспособный спрос на нетрадиционные услуги, недвижимость. Эти четыре фактора тоже способствовали снижению темпов инфляции.

На первом этапе реформы рыночные отношения охватывали сферу обращения, а в производстве господствовали внерыночные отношения, основанные на старых связях смежников и государственной поддержке. С концом периода первоначального накопления капитала рыночные отношения стали проникать в производство, но не захватили его целиком, а расслоили на два уклада, сосуществовавшие на общей технологической базе, общих ресурсах труда и основных фондах.

Первый уклад – рыночный или коммерческий. Этот уклад гибко реагирует на спрос, номенклатура производства в нем подвижна, серии малы, заказы не регулярны, а платежи делаются в основном наличными деньгами, бартером, переводами между заграничными счетами. Прибыльность здесь достаточно высока. Показателем роста рыночного уклада был существенный рост доли доходов, которые население получало помимо зарплаты и государственных пособий.

Второй уклад можно назвать традиционным. Серии здесь велики, а заказы стабильны, показатели производства достаточно полно отражаются в отчетности и, если есть деньги, выплачиваются налоги. Однако традиционный уклад в целом убыточен и использует неплатежи как особую форму расчетов. Традиционный уклад получает финансовую поддержку от рыночного в форме невозвратных кредитов и покупки акций предприятий.

С изменением отношений собственности естественным образом стала появляться новая форма организации производства, которая должна была обеспечить сосуществование двух экономических укладов на общей производственной базе. Предприятия обросли множеством торгово-посреднических фирм, которые занимались снабжением и сбытом по рыночным каналам. Высокие издержки реализации продукции по рыночным каналам, в значительной части криминализированным, стали характерной особенностью внутреннего российского рынка. С отменой льготных кредитов Центрального банка предприятия были вынуждены обращаться за кредитами к коммерческим банкам, которые зачастую были созданы за счет средств самих предприятий. В конечном счете администрация предприятий, директораты коммерческих фирм и правления коммерческих банков, часто состоявшие из одних и тех же лиц, стали единым хозяйственным органом, управляющим деятельностью всей этой группы экономических агентов. Возник новый экономический агент, которого мы назвали финансово-промышленной группой (ФПГ).

Центральное место в группе занимал банк, который эффективно использовал остатки расчетных счетов и другие свободные средства участников группы. Кроме того, банк имел прямой доступ на рынки валюты, ГКО и межбанковских кредитов (МБК), облегчал обращение векселей, а иногда и «отмывание» нелегальных доходов. Известно и то, что банки на особых условиях предоставляли "своим" предприятиям кредиты, которые в основном использовались для пополнения оборотного капитала.

Основные вложения банков были направлены в государственные ценные бумаги (ГКО) и акции иностранных компаний, но банки давали кредиты и отечественным предприятиям. Кредиты предприятиям были инвестициями в оборотные фонды (для оплаты сырья и заработной платы). Вложениям в основной капитал производственных предприятий, по-видимому, препятствовали две главных причины. Во-первых, громоздкая и уже сильно состарившаяся инфраструктура российской промышленности требовала не миллионов, а сразу миллиардов долларов инвестиций в отдельный проект. Во-вторых, новые собственники так распорядились колоссальным имуществом, доставшимся им в результате приватизации, что внутри страны по-настоящему крупных ресурсов свободного капитала не образовалось.

Для рынка капитала важны прежде всего доходность, ликвидность и риск инвестиций. Поэтому вложения в государственные ценные бумаги надо рассматривать как одно из равноправных направлений инвестирования в высокодоходный, но рискованный «проект» финансирования государства. Это – тоже инвестиции в оборотные фонды, поскольку средства от ГКО шли на «латание дыр» в бюджете. Вложения российских банков по остальным направлениям играли роль страховых. 

В общем, на российском рынке капитала складывалась парадоксальная ситуация, в которой производство выступало не столько как объект вложений, сколько как источник финансирования вложений в государственный долг
. Остатки расчетных счетов и другие свободные средства предприятий банки использовали для вложений в ГКО.

В 1996 г. мы разработали модель региональной экономики, в которой описаны качественные особенности экономических отношений, сформировавшихся на втором этапе реформы [6, стр. 269-377], [12]. В модели описано:

· как функционирует предприятие при наличии традиционных и коммерческих каналов сбыта и снабжения;

· как формируются транзакционные издержки в торговле;

· каковы функции банков в экономике, которая находится в застое при низкой инфляции;

· как действует экономический агент «финансово-промышленная группа»;

· как ведет себя население при нестабильных доходах;

· что могут делать региональная администрация и Сбербанк.
· С помощью модели регулярно проводились практические расчеты. Каждый месяц составлялся прогноз на 2-3 месяца вперед по 50-60 основным показателям развития экономики и кредитно-денежной сферы региона. При этом динамику этих показателей за предшествующий год модель воспроизводила со средним отклонением менее 10% и корреляцией более 80%. 
· Однако в июле 1998 г., имея данные на конец мая 1998 г., мы дали прогноз: как ни меняй параметры модели, получается, что в августе 1998 г. банковскую систему региона ожидает кризис. Подчеркнем, что мы наблюдали лишь региональную экономику.

Модель не только предсказала кризис августа 1998г., но и позволила проанализировать его причины. Крах финансовой стабилизации был вызван долгосрочной, среднесрочной и краткосрочной причинами, которые соответствуют иерархии временных масштабов экономических процессов. 

Долгосрочная причина заключалась в том, что темп преобразований экономических отношений не соответствовал достижимому темпу структурной перестройки экономики. В результате была приватизирована рента за природные ресурсы, которая присваивалась в виде сверхприбылей экспортеров природных ресурсов и импортеров потребительских товаров и почти вся вывозилась из страны.

Среднесрочная причина состояла в неадекватной политике увеличения доходов государственного бюджета, которую проводило правительство С.В. Кириенко. Напомним, что финансовая стабилизация и замедление спада производства, наметившиеся к середине 1997 г., к концу года сменились кризисными явлениями на внутренних финансовых рынках. Финансовый кризис обострил бюджетный кризис. В результате спада производства уменьшился сбор налогов – основной источник доходов бюджета. Кроме того, доходы бюджета уменьшились вследствие сокращения активного сальдо внешней торговли по причине снижения экспорта и увеличения импорта при резко упавших мировых ценах на нефть и другие товары российского экспорта. В то же время, финансирование дефицита бюджета с помощью ГКО привело к тому, что ежемесячные выплаты на погашение процентов вдвое превосходили налоговые поступления в бюджет. Дефицит бюджета за первый квартал 1998 г. превысил 10% ВВП. 

Правительство С.В. Кириенко в мае 1998 г. разработало стабилизационную программу, направленную на получение дополнительных доходов в федеральный бюджет. Главные надежды на пополнение доходов федерального бюджета оно связывало с улучшением сбора налогов. Это же МВФ поставил условием предоставления стабилизационного кредита. 

Проблема сбора налогов тесно связана с общей проблемой неплатежей в экономике России. Например, большой долг по уплате налогов, который числился за крупнейшей российской компанией РАО Газпром, был обусловлен неплатежами ему со стороны потребителей газа. 

Однако неплатежи возникли не просто как результат «нерыночного поведения». Эта была адаптивная реакция экономики на очередные действия реформаторов, не адекватные тогдашней структуре реального сектора. Модель показала, что рост неплатежей до определенного уровня повышает эффективность экономики. Слишком же большие неплатежи делают рынок неустойчивым [13]. Любопытно, что фактически сложившийся уровень неплатежей оказывается близким к оптимальному.

Требования ужесточить дисциплину платежей за газ потребители считали неприемлемыми из-за угрозы энергетического кризиса в промышленности. Исследование модели показало, что резкое административное сокращение неплатежей за энергоносители расширяет и укрепляет рыночные отношения. Но в силу сложившихся экономических отношений реального сектора и кредитно-денежной системы это приводит к заметному сокращению объема производства в регионе и увеличивает теневой оборот. Реальные денежные доходы населения увеличиваются, но лишь за счет роста их теневой составляющей. Одновременно сокращаются доходы регионального бюджета, и растет его задолженность по заработной плате и пенсиям. Переключение производителей на коммерческие каналы реализации продукции вызывает кризис системы коммерческих банков, потому что, как уже было сказано, она адаптировалась к страхованию нерентабельных традиционных каналов обращения. Таким образом, последствия резкого административного сокращения неплатежей за энергоносители противоречивы и в условиях сложившихся экономических отношений не способствуют оздоровлению экономики.

Краткосрочными причинами, непосредственно вызвавшими крах финансовой стабилизации, были бегство иностранных инвесторов с российских финансовых рынков, вызвавшее обрушивание пирамиды ГКО, и неспособность российских банков рассчитаться по своим краткосрочным обязательствам на внешнем финансовом рынке.

1.8 Перспективы роста российской экономики

Ключевой экономической проблемой в современной России является стимулирование производственных инвестиций. В западной экономике абсолютное большинство эффективных инвестиционных проектов осуществляется частными инвесторами, причем основным источником инвестиций служат сбережения домашних хозяйств. Однако вследствие инфляционного шока в 1992 г. сбережения населения России были практически полностью уничтожены. В результате население утратило доверие к банковской системе и стало гораздо меньше сберегать. Чтобы привлечь сбережения населения, коммерческие банки должны устанавливать высокие проценты по депозитам и, соответственно, предоставлять кредиты под еще более высокие проценты. Но российские товаропроизводители не могут выплачивать такие высокие проценты за кредиты. 

Высокие проценты за кредит выплачивают торговые посредники, работающие как на внешнем, так и на внутреннем рынке. До кризиса 1998 г. высокие проценты могло выплачивать также и государство. Оно делало это за счет создания пирамиды ГКО и за счет нарушения обязательств по оплате госзаказа, выплатам заработной платы и социальных пособий. Торгово-посредническая деятельность после реформы приносила и продолжает приносить высокую монопольную прибыль вследствие разницы внешних и внутренних цен, а также вследствие неразвитости нашей рыночной инфраструктуры и криминализации экономических отношений. 

Денежные суррогаты могут быть средством платежа и обеспечивать обращение, но они не могут быть средствами накопления и обеспечить процесс инвестирования в больших масштабах. В самом деле, денежные суррогаты работают до тех пор, пока они имеют товарное покрытие, а для инвестирования их нужно выпустить больше, чем есть товаров. С другой стороны, оборот суррогатов воспринимается производителями как нехватка оборотных фондов, и у них не возникает желания вкладывать средства в основные фонды. 

Денежные сбережения юридических и физических лиц в неэффективном равновесии настолько дороги, что недоступны производителям и могут вкладываться только в высокодоходные торгово-посреднические операции. Торговые посредники до сих пор поддерживают высокую прибыльность за счет сниженного внутреннего спроса и не нуждаются в накоплении производственного капитала. Заемные средства они используют для непроизводительных расходов: на усиление охраны, на строительство офисов, приобретение другой недвижимости и на вложения в ценные бумаги. Государство пока что использует заемные средства для покрытия дефицита государственного бюджета. Поэтому до кризиса августа 1998 г. в России производственные инвестиции составляли всего 6% от ВВП. 

Другими следствиями неэффективного равновесия можно считать наблюдающиеся в России чрезвычайно низкие показатели монетизации экономики и слишком большую скорость оборота денег. У нас выпущенные безналичные деньги очень быстро превращаются в наличные. В России отношение объема безналичных денег (агрегат M2) к наличным (агрегат М0) упало с 6 в начале 1991 г. до 2.5 к середине 1993 г. и с тех пор довольно устойчиво колеблется в пределах от 2.3 до 3, тогда как в странах с развитой рыночной экономикой оно не опускалось ниже 9.

Сложившиеся в России экономические отношения создают «институциональную ловушку», которая блокирует действие кейнсианских механизмов антикризисного регулирования. По Кейнсу, чтобы стимулировать рост производства, надо увеличить инвестиционный спрос за счет внутренних и внешних займов. Действительно, правительство России периодически прибегает к ним. Кредитная эмиссия приводит к увеличению объема безналичных денег (M2). Однако при той структуре денежной массы, которая определяется сложившимися на этапе «финансовой стабилизации» экономическими отношениями, увеличение агрегата M2 должно сопровождаться значительным увеличением агрегата M0. Если наличные деньги попадают на потребительский рынок, то происходит рост цен, вследствие которого растет и ВВП. В результате скорость обращения, определенная как отношение ВВП к M2, не изменяется. Но даже если наличные деньги не попадают на потребительский рынок, а обращаются только на рынке ценных бумаг (как было в России в 1997г.), то увеличивается отношение ликвидных активов (наличных денег в обращении плюс остатков корреспондентских счетов коммерческих банков в Центральном банке) к золотовалютным резервам, и возникает угроза девальвации рубля и неконтролируемой инфляции. Весь опыт 90-х годов показывает, что при сложившихся в России экономических отношениях кредитная эмиссия не приводит к увеличению спроса на производственные инвестиции и уменьшению скорости обращения денег. 

Кризис 1998г. был неизбежным, и он приоткрыл выход из институциональной ловушки, потому что ослабил позиции финансовой олигархии и разрушил прежние отношения реального сектора экономики и кредитно-денежного сектора. Вследствие роста курса доллара увеличились внутренние цены импорта, и повысилась конкурентоспособность отечественных производителей на внутреннем рынке. В результате начало расти производство, и улучшилось финансовое состояние производителей. Это выразилось в том, что объем промышленного производства в марте 1999 г. вырос на 21 % по сравнению с июлем 1998 г. С февраля 1999 г. рост цен производителей обгонял рост потребительских цен, а в марте 1999 г. доля денежных платежей в оплате предметов производственного потребления составила 45 % по сравнению с 34 % в июле 1998 г. [14]. Создались необходимые, хотя и недостаточные, предпосылки для возобновления роста экономики. 

Важно было не упустить эти благоприятные возможности и сформировать научно обоснованные программы стимулирования инвестиций в реальный сектор экономики. Это значит, что наряду с обсуждением институциональных, юридических и политических аспектов программ восстановления производственных инвестиций, необходимо провести тщательный макроэкономический анализ эффективности этих программ. 

С помощью специальной модели мы провели сравнительный анализ трех программ, подразумевающих четыре разных способа организации кредитно-денежной системы: 
· Схема «валютного управления», пропагандировавшаяся Международным валютным фондом и фактически использовавшаяся в России в 1995-1998 гг.
· Кейнсианская схема, широко применявшаяся для преодоления кризисов перепроизводства в западных странах до 80-х годов XX в. 
· Схема «производственных денег», предложенную в работе американского экономиста М.С. Бернштама [15]. 
· Рассматривалась также возможность чистого самофинансирования производства, по существу предлагающаяся в известной программе Г. Грефа, неофициально принятой как стратегия развития экономики России. 

В модели, которая использовалась для анализа этих программ, описано поведение и экономические отношения пяти экономических агентов: населения (домашних хозяйств), сберегательных и инвестиционных банков, производителей, государства. 

· Для описания поведения экономических агентов используется гипотеза рациональных ожиданий, то есть считается, что агенты формируют свое поведение на основании текущих значений ценовых переменных так, что их прогнозы оправдываются. 

· Предполагается, что каждый экономический агент (кроме государства) стремится максимизировать величину показателя, оценивающего степень удовлетворения его интересов, при заданных цене товара, курсе облигаций, ставках процента по депозитам, и по инвестиционным займам. 

· Экономических агенты взаимодействуют на рынках товаров, сбережений, инвестиционных займов и на вторичном рынке облигаций. Взаимодействия их описаны условиями равновесия на соответствующих рынках.

· Потенциальные возможности роста экономики оцениваются показателями режима сбалансированного экспоненциального инфляционного роста экономики, в котором все экстенсивные переменные, (производство, потребление, накопления, заимствования) растут с постоянным темпом; уровень цен и курс облигаций растут с постоянными темпами, а относительные цены, так же как и ставки процентов остаются постоянными. 

Ограничиваясь исследованием режима экспоненциального роста, мы игнорировали переходные процессы к режиму экспоненциального роста после восстановления сбережений, потому что сначала надо было убедиться в целесообразности программы в долгосрочном плане, а потом уже исследовать ее детально.

· Результаты исследования модели:

· При существующей экономической эффективности реального сектора потенциал роста экономики России весьма ограничен. В среднесрочном плане не следует ожидать темпа роста реального ВВП более 10% в год и то при условии, что будет существенно оздоровлена сфера обращения, в частности, банковская система, так что равновесный процент по депозитам станет менее 10% годовых. При экономической ситуации, когда равновесный процент по депозитам держится на уровне 30% годовых, трудно ожидать темпов роста реального ВВП более 6% в год при темпе инфляции около 10% в год.
· При оценках потенциала экономического роста России необходимо учитывать ограничения, которые вносят конкретные механизмы регулирования производства и обращения (в частности, кредитно-денежная система), в возможности инвестирования и экономического роста.
· При современном состоянии российской экономики потенциал экономического роста можно реализовать как при схеме выпуска производственных денег, так и при кейнсианской схеме. Схема валютного управления выпуском денег обеспечивает экономический рост только в меру темпа роста реального сальдо торгового баланса страны. К настоящему времени в стране исчерпаны возможности роста экспорта, поэтому схема «валютного управления» допускает только застой или спад экономики.
·  Схема выпуска производственных денег больше соответствует условиям переходной экономики, чем кейнсианская схема.
· Существенным среднесрочным резервом повышения темпа роста реального ВВП является снижение доли налогов в ВВП.
· Необходимым условием реализации потенциала роста экономики России является снижение транзакционных издержек. Высокие транзакционные издержки блокируют механизмы экономического роста. 
· Долгосрочным резервом повышения темпа роста производства при сниженном темпе инфляции является уменьшение фондоемкости производственных мощностей и материалоемкости производства. 
· Институциональные преобразования должны быть согласованы с программой государственных расходов, ибо только она может быть стимулятором инвестиций в реальный сектор экономики. Это один из факторов роста.
· Другим фактором роста является приведение системы денежного обращения в соответствие со структурой нашей экономики. Практически стоит вопрос о создании механизмов легализации обращения денежных суррогатов взамен их административного запрета.
· Третьим фактором роста является расширение внутреннего рынка. Если первые два фактора дают предпосылки к улучшению финансового состояния предприятий, приводят их в работоспособное состояние, то третий фактор создает необходимые условия для возобновления роста. У нас очень низкие доходы большинства населения, и, не увеличив их, нельзя надеяться, что можно поднять производительность труда, которая значительно упала за годы перестройки и реформы.
· Расширение внутреннего рынка требует проведения целенаправленной согласованной экономической политики. Экономика России находится в чрезвычайно тяжелом состоянии, и только недобросовестным людям не ясно, что требуется концентрация усилий и ресурсов в рамках программ развития и структурной перестройки, направленных на создание внутреннего рынка при тех чрезвычайно жестких ограничениях, которые накладывает необходимость обслуживать наши огромные государственные долги.

Глава 2 Структура моделей системного анализа развивающейся экономики

2.1 Принципы системного анализа развивающейся экономики
Все упомянутые выше модели 
· Мы рассматриваем экономику как сложную самоорганизующуюся систему, в которой взаимодействует масса относительно независимых физических и юридических лиц (субъектовxe "субъект экономики"). Каждый из субъектов имеет собственные интересы, большинство из них располагает весьма ограниченными ресурсами и информацией. 

· В процессе самоорганизации, разделения труда и обязанностей в экономике формируются специфические для данной системы ролиxe "роль" (например, производитель, потребитель, наемный работник и т.п.), каждую из которых исполняет множество субъектов. С ролью связаны определенные функции в экономике, а также возможность (и обязанность) выбирать один из допустимых способов осуществления этой функции. Субъект, интересы которого не соответствуют исполняемой им роли, недолго остается ее исполнителем [17]. Типичный субъект, интересы которого приспособлены к роли, которую он исполняет в данной общественной системе разделения труда, называется экономическим (микро-) агентомxe "агент экономический:микро-". Это – основное понятие макроэкономической модели экономики
. 

· Допустимые действия агентов ограничиваются условиями неотрицательности запасов или прироста запасов продуктов, денег и т. п., а также множеством известных технологий. Информация о состоянии остальных агентов задается значениями информационных переменных – цен, процентов, нормативов, плановых заданий и т.п. В этих условиях поведение экономического агента обычно удается описать принципом оптимальности использования ограниченных ресурсов, которыми располагает агент или которые он получает извне. Решение задачи оптимизации описывает рациональное поведение экономического агента.

· Даже если каждый субъект ведет себя рационально, описание поведение коллектива взаимодействующих субъектов представляет собой нетривиальную задачу агрегированияxe "агрегирование ". Полного решения этой проблемы нет, но получены очень важные результаты [18-20]. Они, в частности, показывают, что агрегированное поведение зачастую может быть описано проще, нежели поведение отдельных субъектов. Более того, модельные (макро-) агентыxe "агент экономический:макро-" выделяются постольку, поскольку мы считаем возможным приписать каждому из них, как целому, некоторое рациональное поведение. 

· Состояние экономического агента описывается набором его материальных активов и финансовых инструментов (активов и пассивов): запасами основных и оборотных фондов, запасами сырья и готовой продукции, количеством наличных денег, остатками расчетных, депозитных или корреспондентских счетов, обязательствами поставить товар, финансовой задолженностью и т. п. Поэтому выделение экономических агентов связано с агрегированием описания материальных и денежных активов и пассивов. Изменения этих переменных во времени подчиняются уравнениям материальных и финансовых балансов, которые описывают создание и уничтожение активов и пассивов агентами, а также передачи активов и пассивов от одних агентов другим [21]. Все наши модели основаны на полной системе балансов xe "баланс: полная система ", что позволяет проследить путь каждого актива от его создания до уничтожения в экономике. 

· Государственные органы или крупные монополисты располагают ресурсами, которые дают им возможность доминировать над остальной массой субъектов экономики. Поведение такого уникального субъекта нельзя описать принципами рациональности, которые хорошо работают при описании результатов деятельности масс однотипных субъектов экономики, располагающих ограниченными ресурсами. Поэтому приходится разрабатывать сценарииxe "сценарий: поведения субъекта" возможного поведения или программ действий государственных органов, таких как, например, министерство финансов, или крупных монополистов, таких как, например, Сбербанк России. 

2.2 Проблема моделирования развивающихся систем

Основным недостатком получившейся системы моделей было то, что каждый раз модель приходилось создавать заново, ориентируясь на очередное изменение экономических отношений. Это процесс очень трудоемкий – он требует примерно года усилий целого коллектива квалифицированных специалистов. Но главное даже не это. Новая система отношений требует новых переменных для своего описания, кроме того, у самих исследователей возникают новые идеи относительно методов описания. В результате система моделей оказывается практически лишенной преемственности. Модели, перечисленные выше, трудно сопоставить друг с другом, подобно тому, как несопоставимы модели созданные разными исследовательскими группами [22].

 Полностью преодолеть подобный «разнобой» моделей на современным уровне развития науки, по-видимому, невозможно. Экономика не только чудовищно сложна, но и способна к необратимому качественному развитию 

Реальный субъект (человек, исполняющий данную роль в экономике) постоянно пытается найти новые средства реализации своих интересов – новые технологии, новые торговые связи, новые финансовые инструменты и т. д. В результате характер роли несколько меняется, механизмы отбора соответственно изменяют интересы исполнителей ролей, и в результате вся экономическая система непрерывно качественно изменяется. Заметим, что такая картина эволюции соответствует представлению К. Маркса о взаимодействии «производительных сил» и «производственных отношений». Производственные отношения – это система ролей, а производительные силы – это люди, исполняющие роли с присущими им индивидуальными особенностями и творческим потенциалом. Увы, подобные процессы качественной эволюции наука моделировать пока не способна. В результате мы вынуждены периодически констатировать существенное изменение экономических отношений и в соответствии с ним заново перестраивать модель.
Во всех областях, где исследователи сталкиваются со сложными системамиxe "сложная система", способными к саморазвитию (такими, как живой организм; биосфера; Земля в целом; человеческое общество и его подсистемы: технология, экономика, язык), наблюдается сходная картина. Имеется много моделей, не выводящихся как частный случай из какой бы то ни было универсальной «супермодели». Частные модели описывают, по сути, разные ракурсы исследуемой системы. Они оперируют разными наборами понятий и пренебрегают отнюдь не малыми отклонениями от учтенных в них закономерностей
. 

 Надо отдавать себе отчет в том, что исследование сложных систем выводит нас за пределы применимости эмпирического метода, которой обеспечил триумф естественных наук в последние 300 лет. Автору представляется, что именно эта трудность стала в значительной степени причиной того, что, несмотря на колоссальные усилия, затраченные в течение последних 50 лет, успехи науки в описании общественных и биологических процессов оказались значительно более скромными, чем успехи в описании неживой природы. Это, в свою очередь стало одной из причин падения престижа науки в конце XX в., а также одной из причин отказа от рационального планирования общественного развития.

Впрочем, как показывает уже приведенный в начале обзор, моделирование может достаточно много сказать о сложной системе. Хорошая модель не только описывает поведение системы при сложившейся структуре отношений, но содержит описание границ собственной применимости и границ стабильности описываемой структуры. Следует также заметить, что эти модели не только объясняют эмпирические данные, но и заменяют невозможный для сложных систем полноценный эксперимент.

Надо только примириться с тем, что, во-первых, из имеющихся моделей сложной системы нельзя сложить одну, такую же полную и надежную как, например, компьютерные имитаторы технических систем, которые, как известно, в настоящее время в значительной степени заменяют натурные эксперименты. Во-вторых, вряд ли когда-нибудь мы сможем предсказать, какая структура возникнет в сложной системе, когда предыдущая потеряет стабильность. Эволюция – это сотворение мира, то есть процесс сугубо творческий.  
В этих условиях видятся три очевидных общих направления развития системы моделей экономики:
фундаментальный – исследование и моделирование движущих сил и путей эволюции экономики и сложных систем вообще, пусть даже на весьма условных и абстрактных примерах;

прагматический – исследование формальной структуры успешно работающих моделей и объединение этих моделей с помощью компьютерных систем поддержки моделирования, облегчающих построение новых моделей на основе накопленного опыта;

феноменологический – традиционный путь поиска моделей, обобщающих хорошо работающие модели.

Настоящая книга посвящена результатам, полученным автором в третьем из указанных направлений. Однако, поскольку одновременно автор работает и в первых двух направлениях, имеет смысл сначала кратко описать полученные результаты и проблемы, возникающие на направлениях i,ii.
2.3 Моделирование эволюции экономической системы

Выше мы уже дважды кратко описывали содержательное представление о движущих силах эволюции экономической системы. С более формальной точки зрения речь идет о естественном согласовании элементов описания поведения экономического агента. Как известно [24], чтобы описать рациональное поведение (выбор) субъекта, надо указать:

· что он может – набор допустимых стратегий поведения;

· что он хочет – критерий оценки результатов выбора;

· что он знает – информированность о возможных реакциях окружающей среды на сделанный выбор.

В теории игр [25] и теории принятия решений эти элементы описания считаются заданными и, в общем, не зависящими друг от друга. В экономике множество стратегий задается ролью, и критерии оценки своих действий исполнителем роли должны быть с этой ролью связаны. Грубо говоря, бизнесмен должен ценить прибыль, наемный рабочий – зарплату, потребитель – приобретенные товары и т. п.

В свое время автор исследовал возможность выработки таких «правильных» критериев для торговца и производителя в процессе, подобном дарвиновскому процессу естественного отбора, где биологическая смерть заменяется финансовым разорением, а биологическое наследование – подражанием. Исполнители роли используют разные стратегии, каждая из которых с определенной вероятностью приводит к разорению. Разорившийся исполнитель меняет свою стратегию, подражая не разорившимся. Было показано [26], что такой отбор быстро приводит к тому, что практически все наблюдаемые исполнители будут использовать стратегию, минимизирующую вероятность разорения. Как показано  в [26] отбор с подражанием существенно эффективнее, чем дарвиновский отбор со случайными мутациями. Возможно, что и в биологической эволюции этот эффект тоже имеет место. Роль подражания там может играть процесс переноса генов.
Таким образом, можно считать, что у исполнителей роли вырабатывается объективный интерес удержаться в этой роли. Или, по-другому, мы в основном наблюдаем тех исполнителей, кто сознательно или бессознательно, умеет удержаться в этой роли достаточно долго. Объективный интерес агента – это вариационный принцип, отбирающий наблюдаемое поведение среди всех возможных.  

Постольку, поскольку эти результаты верны, с макроэкономической точки зрения рациональности в поведении агента не больше, чем в «поведении» брошенного камня, который тоже «выбирает» среди всех геометрически возможных путей путь наименьшего действия.

Автор лелеет надежду, что все вариационные принципы, используемые в различных областях точных наук, могут быть интерпретированы как принципы отбора наблюдаемых величин. Своеобразной реализацией той же идеи автору представляется известная трактовка принципа наименьшего действия Р.Фейнманом, как результата интерференции квантовой амплитуды частицы, идущей сразу по всем геометрически возможным путям [27]. 
Вариационный принцип или объективный интерес мы можем приписывать не только людям, но и группам людей – макроагентам,– лишь бы математическая форма этого принципа сохранялась при агрегировании. 
Как показано в [17], по крайней мере, для ролей торгового посредника и производителя задача минимизации вероятности разорения в стационарных условиях и при относительно небольшом риске разорения приближенно сводится к традиционной для математической экономики задаче максимизации ожидаемой дисконтированной прибыли. Посредник, стремящийся избежать разорения, устанавливает на рынке динамическое равновесие между спросом и предложением, а описание его оптимальной стратегии естественно включает такие понятия, как «цена фирмы», «оборотные фонды», «меновая стоимость товарных запасов» и, что самое важное, – «цена товара». В исходной формулировке цен, как коэффициентов пропорциональности между потоками продуктов и денег, в модели нет. Цена возникает как приближенный коэффициент пропорциональности между меновой стоимостью запаса и физическим объемом запаса в рыночном равновесии, которое устанавливает посредник, стремящийся избежать разорения. 
В [28] показано, что эти понятия, как и функционал ожидаемой дисконтированной прибыли, в определенном смысле сохраняют силу, когда мы переходим от одного торгового посредника к группе взаимодействующих торговцев. 

К сожалению, эти результаты относятся, по существу, к торговцам-монополистам, которые знают спрос и предложение, т.е. имеют полную информацию об относящейся к ним части экономики. Попытка описать в рамках эволюционного подхода равноправное взаимодействие агентов наталкиваются на проблему агрегирования экономической информации, т.е. на описание того, что знает экономический агент. 

В экономике субъекты многое скрывают друг от друга, и все же выбор субъекта затрудняется не только, и, может быть, даже не столько недостатком, сколько избытком потенциально доступной информации. Поэтому в процессе самоорганизации экономических отношений вырабатывается система показателей, достаточно полно характеризующих общую экономическую конъюнктуру, чтобы каждый субъект был способен принимать эффективные решения, опираясь лишь на  информацию об этих показателях. К таким показателям относятся индексы производства и потребления, индексы цен, уровни процентов, курсы валют и т. д.

Ограничение, состоящее в том, что субъект не может справиться со слишком большим объемом информации, математически сформулировать пока не удается, соответственно, не удается и смоделировать процесс формирования агрегированных показателей. Ясно только, что важнейшую роль в этом процессе играют деньги. Платежи за товары, выраженные в однородной денежной форме, дают информацию о разнородных благах, обращающихся в хозяйстве. Бюджет дает представление о текущих, а кредит – о будущих возможностях субъектов.

Собственно, и сама надежда сколь-нибудь надежно смоделировать экономику связана с наличием в ней агрегированных показателей. Фактически такие показатели распространены в экономике гораздо шире, чем кажется на первый взгляд. Например, эмпирические исследования торговой статистики [29-31] по методу, предложенному А.А. Шананиным [19], показали, что поведение всей совокупности потребителей страны на протяжении десятилетий может быть описано как рациональное поведение одного потребителя с определенной функцией полезности потребления. Исследование моделей отбора поведения как будто показывает, что единая функция полезности возникает не у потребителей самих по себе, а в результате их взаимодействия с торговцами, но это пока не строгие результаты, а некие словесные интерпретации. 

В заключение заметим, что рассуждения об устойчивости экономических структур по отношению к отбору поведения субъектов экономики составляют существенную часть аргументации современного институционализма [32].

2.4 Формальная структура моделей системного анализа развивающейся экономики

2.4.1 Каноническая форма модели
В [33] была описана формальная структура модели системного анализа развивающейся экономики, которую мы назвали канонической формойxe "каноническая форма" модели. Модель в канонической форме представляет собой систему неравенств, уравнений (конечных или динамических), а также, возможно, локальных оптимизационных задач, разделенную на блокиxe "блок модели" двух типов:

описания поведения экономических агентов – ЭАxe "ЭА",

описания взаимодействий экономических агентов – ВДxe "ВД".

Состояниеxe "агент экономический:состояние-" агента задается запасами (количествами) материальных и финансовых активов и обязательств, находящимися в его распоряжении. Запасы изменяются вследствие производства и потребления благ, а также вследствие обменов между агентами [21]. 

При обменах и передачах между агентами материальных благ, денег, финансовых обязательств выполняется простое, но важное свойство аддитивности: сколько один агент отдал, столько другой получил. В результате уравнения, описывающие изменение запасов данного блага или финансового актива у разных агентов, образуют систему балансовxe "баланс: уравнение", связывающую описание действий различных агентов в единое целое. В канонической форме мы требуем указывать явно, какие из уравнений следует считать балансовыми. 

Поведениеxe "агент экономический:поведение" агента описывается, как выбор значений переменных модели, относящихся к «компетенции» этого агента. Мы называем такие переменные планируемыми переменнымиxe "переменные:планируемые" агента. Как правило, планируемые переменные представляют собой материальные и финансовые потоки, отвечающие процессам производства, потребления и обмена. Выбор агента может быть описан как явными правилами, так и принципами оптимальности. В последнем случае значения переменных агента определяются как точка максимума некоторой функции цели (прибыли, полезности и т. п.).

Выбор агента стеснен ограничениями (равенствами или неравенствами) двух типов: внутренними и внешними. Внутренние ограниченияxe " ограничения: внутренние " связывают между собой только планируемые переменные агента. Часто это – технологические ограничения, такие как, например: «выпуск продукта не может быть больше производственной мощности». (Разумеется, в модели это ограничение записывается не словами, а формулой). Технологические ограничения естественно связываются с балансами материальных благ, поскольку описывают источникиxe "источники благ" и стокиxe "стоки благ" этих благ.

Более важны и интересны внешние (институциональные) xe " ограничения: внешние"

xe " ограничения: институциональные " ограничения, типичным примером которых служит бюджетное ограничение: «стоимость покупки в рыночных ценах не превосходит суммы затраченных денег». Кроме планируемых агентом величин объемов покупок и денежных затрат, в бюджетное ограничение входят величины цен, агенту не подконтрольные. Таким образом, цены влияют на выбор агента. 

Неподконтрольные агенту переменные в ограничениях и/или функции цели этого агента называются информационными переменнымиxe "переменные: информационные ". Выбор агента, описанный в соответствующем блоке, оказывается функцией информационных переменных. Фактически это не окончательный выбор, а план вида: «если цены будут такими-то, я куплю или продам столько-то». В экономике такие условные планы агентов называются функциями спроса или предложения. 
Значения информационных переменных определяются в блоках, описывающих взаимодействия агентов. В процессе взаимодействияxe "взаимодействие" \t "См. агент экономический"

xe "агент экономический: взаимодействие " агенты согласовывают свои планы. Согласование планов необходимо для выполнения балансов. Это согласование происходит за счет фиксации подходящих значений информационных переменных. 

Агент может участвовать в нескольких взаимодействиях. Так, домашнее хозяйство выступает покупателем на рынке продуктов, продавцом на рынке труда и кредитором на рынке депозитов. Соответственно, внутренние ограничения разбиваются на непересекающиеся подгруппы, в каждой из которых фигурируют планируемые и информационные переменные, существенные только для одного взаимодействия. Эти группы мы называем ролямиxe "агент экономический: роль" агента (роль продавца, роль покупателя, роль кредитора).

Типичным примером взаимодействия является конкурентный рынок, на котором спрос (план покупателя) и предложение (план продавца) выравниваются за счет установления цены (информационной переменной). Однако каноническая форма допускает и другие виды взаимодействия. Например, монопольный рынок, где цена является планируемой переменной монополиста, неравновесные рынки, где спрос и предложение выравниваются лишь в среднем, или планы одной из сторон систематически не выполняются. К взаимодействиям относятся и односторонние передачи активов в связи с отношениями собственности (дивиденды), власти (налоги), социальной ответственности (пособия). В каноническую форму укладывается и упомянутая выше (1.2) модель плановой экономики. В качестве информационных переменных в этой модели выступают не цены, а планы, и еще уровни дефицитности и качества продукции.

Перечисленные выше структурно-классификационные характеристики: разбиение соотношений на блоки, описывающие агентов и взаимодействия; разделение переменных на планируемые и информационные; выделение внутри блоков модели балансовых уравнений и групп ролевых ограничений, каждая из которых связана с определенным взаимодействием, – все это представляет собой информацию о модели, не содержащуюся в системе ее математических соотношений. 

Каноническая форма – это строго определенный формальный объект. Допустимый синтаксис соотношений и заголовков групп описан в нотации Бэкуса-Наура, а возможные способы размещения групп соотношений и наименования переменных задаются системой аксиом [34]. Доказана в некотором смысле единственность представления модели в канонической форме [35]. 

Хотя в канонической форме можно записать многие известные модели экономики, это форма не абсолютно универсальна. Существуют эконометрические модели, которые, с одной стороны, игнорируют балансовые соотношения, но с другой – учитывают такие эмпирические корреляции между экономическими показателями, которые невозможно интерпретировать, как результат взаимодействия каких бы то ни было экономических агентов. Формально описание такой модели в системе ЭКОМОД будет состоять из единственного блока ЭА. Каноническая форма также мало пригодна для записи микроэкономических моделей. 

Это означает, что каноническая форма отражает некоторые содержательные свойства моделей, что и позволяет контролировать внутреннюю семантическую согласованность модели. Подчеркнем, что свойства модели, отраженные в канонической форме, являются чисто структурными. Они не связаны с содержательной интерпретацией (названиями) переменных и соотношений.
Заметим еще, что наличие информационных переменных, определяемых взаимодействиями, а не агентами, выводит каноническую форму за пределы класса моделей конфликта и компромисса субъектов, рассматриваемых в теории игр. 
2.4.2 Система поддержки математического моделирования экономики ЭКОМОД

Для работы с моделями в канонической форме была создана инструментальная система ЭКОМОДxe "ЭКОМОД", которая сейчас находится в опытной эксплуатации [33 - 35]. Она, в частности, использовалась при написании модели рассматриваемой в главе 9 настоящей монографии. Система ЭКОМОД поддерживает все этапы работы с моделью: от написания соотношений до расчетов и анализа результатов. Структурно-классификационные характеристики канонической формы задаются в системе ЭКОМОД либо специальным способом обозначения переменных, либо особыми записями в заголовках групп соотношений. Записи соотношений и заголовки групп могут перемежаться многострочными текстовыми комментариями, не выделенными никакими специальными знаками. Поэтому модель, представленная в системе ЭКОМОД, внешне выглядит почти как обычная статья или отчет, подробно описывающий модель по блокам. 

Система ЭКОМОД содержит 6 уровней контроля правильности записи модели в канонической форме. Контроль 1-5 уровней проводится строго формализовано путем проверки выполнения аксиом построения канонической формы.

Синтаксический контроль – выполнение обычных правил написания математических выражений: соответствие скобок, наличие операндов у бинарных операций и отношений, постоянство числа аргументов у функций и т. п.
Алгебраический контроль. При построении модели уравнения, как правило, добавляются последовательно примерно по следующей схеме: «Чем определяется величина X? – неким процессом в экономике, результат которого можно описать уравнением n. В уравнение n, кроме величины X, входит неизвестная величина Y. Она чем определяется? – другим процессом, результат которого описывается уравнением n+1, и т. д.». По этой причине можно считать, что в модели, в отличие от абстрактной системы уравнений, для каждой переменной можно указать одно и только одно уравнение, которое определяет эту переменную. В канонической форме эта связь неизвестных и уравнений задается синтаксически. 
Алгебраический контроль в процессе построения модели состоит в проверке того, что каждая встретившаяся в уже написанных соотношениях переменная определяется не более, чем одним уравнением. Когда пользователь объявляет, что он закончил запись модели, производится проверка того, что для каждой переменной есть уравнение, которое определяет эту переменную. Заметим, что в отличие от проверки синтаксиса, когда соотношения рассматриваются поодиночке, алгебраическая проверка – глобальная. Она контролирует полноту и непротиворечивость модели в целом. 
Система ЭКОМОД не только контролирует полноту системы уравнений модели, но и автоматически собирает список параметров
 и начальных значений переменных, которые необходимо задать для того, чтобы провести с моделью численный эксперимент.
Во избежание недоразумений подчеркнем, что алгебраическая проверка проводится по внешнему виду уравнений без попыток их решить. Поэтому алгебраический контроль не способен распознать тождество, записанное вместо уравнения. Например, алгебраическая проверка признает пригодной систему уравнений: X=Y, Y=X.
Контроль балансов. Уравнение, объявленное балансовым, должно иметь вид: 
Скорость изменения запаса   =   алгебраическая сумма потоков. 


Такое уравнение можно написать и для материальных запасов, и для запасов финансовых активов и обязательств. Потоки описывают возникновение или исчезновение данного блага в экономической системе вследствие процессов производства и потребления (источники и стоки), а также передачи блага или актива от одного агента к другому. Согласно упомянутому выше свойству аддитивности поток, описывающий передачу блага, должен встретиться еще в одном и только одном балансовом уравнении, причем с противоположным знаком.
Подсистема балансовых уравнений, связанных потоками передач, описывает движение некоторого актива. Графический образ этой подсистемы уравнений образует обычную потоковую схему, которой традиционно сопровождается описание моделей экономики. Благодаря выделению балансовых уравнений система ЭКОМОД строит такие потоковые схемы автоматически.
Следует отметить, что, несмотря на свою простоту, контроль балансов показал удивительную эффективность. Ведь написать вручную без ошибок балансы уже, скажем, пяти активов для трех агентов почти невозможно. А проявляются эти ошибки, к сожалению, только на этапе расчетов всей модели. 
Контроль размерностиxe "размерность" основан на простом соображении, что складывать или сравнивать величины разных размерностей, (например, вес и стоимость) бессмысленно, поскольку результат существенно зависит от произвольно выбранных единиц измерения (граммы или тонны, рубли или копейки). С более общей математической точки зрения правильная размерность системы соотношений означает ее инвариантность относительно определенной группы преобразований подобия [34].
В прикладных системах контроль размерности, по не вполне понятным нам причинам, применяется довольно редко, а если и применяется, то сводится к требованию задавать для всех величин единицы измерения в некоторой фиксированной системе основных единиц. Мы не пошли по этому пути при построении канонической формы модели. Во-первых, задавать для каждой величины размерность очень утомительно. Во-вторых, в экономике, в отличие от физики, нет фиксированных основных независимых единиц измерения, кроме времени. Валовой внутренний продукт России может измеряться и в долларах, и в рублях 1990г., и в рублях 1970г., а коэффициенты пересчета этих единиц друг в друга могут вызывать большие споры. Наконец, разные модели социально-экономических систем оперируют существенно различными наборами переменных, иногда довольно необычных. Поэтому мы допускаем, что в каждой модели может быть свой набор независимых базовых единиц измерения.
В рамках канонической формы наиболее естественно задавать независимые размерности для активов, движение которых описывается балансовыми уравнениями, поскольку эти балансовые уравнения составляют «костяк» самых надежных соотношений модели. В канонической форме мы требуем указать для каждого актива его название и его размерность. Разные активы могут иметь одинаковую размерность (например, ссуды и наличные деньги), но запасы одного актива обязаны иметь одинаковую размерность. Размерность, как и название актива, указывается в заголовке каждого балансового уравнения. 
Потоки активов имеют размерность актива, деленную на время. Размерности активов и времени образуют базовую систему размерностей модели. Размерности остальных переменных и коэффициентов могут быть вычислены через базовые по простым правилам в силу соотношений модели. Если в процессе вычисления размерностей возникает противоречие – сложение или сравнение величин разных размерностей – система сигнализирует об ошибке.
Обычно ошибка размерности означает, что в каком-то соотношении был пропущен множитель. На практике контроль размерности оказался весьма мощным и эффективным методом поиска ошибок в уравнениях модели, и мы настоятельно рекомендуем использовать его в прикладных системах. Контроль балансов, который, грубо говоря, отыскивает пропущенные слагаемые, и контроль размерности, отыскивающий пропущенные множители, в совокупности позволяют исключить подавляющее большинство ошибок, обычно возникающих при записи уравнений.
Контроль информационных связей. Каноническая форма модели рассматривает агента как лицо, принимающее решения. Эти решения он принимает на основе определенной ограниченной информации. Например, один агент, как правило, не знает планов другого. Если мы хотим описать случай, когда он эти планы знает, то должны явно описать передачу информации, введя соответствующую информационную переменную. Контроль таких информационных ограничений осуществляется в системе ЭКОМОД благодаря специальному соглашению об индексации переменных. 
Визуальный контроль. Проводя по команде пользователя перечисленные выше проверки, система ЭКОМОД одновременно формирует оперативную базу данных о параметрах, переменных, функциях, балансах, активах и блоках модели. В эту базу также заносятся названия переменных, отражающие их содержательный смысл. Информацию этой базы можно использовать, чтобы узнать, определена ли данная переменная ранее введенным уравнением и, если да, то каким, в каких соотношениях переменная была использована, какова ее размерность и т. п. На основании собранной информации система может построить блок-схему модели, на которой отображаются агенты и взаимодействия, связанные ролями, а также потоковые схемы движения активов. Заметим, что визуальный контроль опирается уже не на структуру модели, а на конкретную содержательную интерпретацию ее переменных и блоков.

Разумеется, компьютерная система не может сама построить модель. Но она может хранить много «заготовок» и старых версий. Система может проверить, подходят ли старые блоки к новой модели. Мы также надеемся, что система сможет производить расчет модели прямо по уравнениям без предварительного переписывания их на язык программирования. Это процесс не только очень трудоемкий, но и чреватый многочисленными трудно контролируемыми ошибками. Реализации прямых расчетов пока мешает отсутствие надежных универсальных процедур численного решения нелинейных систем конечных уравнений и неравенств. 
2.5 Модели системного анализа развивающейся экономики и общее экономическое равновесие

2.5.1 Модели общего равновесия
xe "модель: общего равновесия"Здесь мы переходим собственно к теме настоящей работы. Для тех, кто знаком с математическими моделями экономики, ясно, что описанная выше каноническая форма модели построена «по образу и подобию» модели общего конкурентного равновесия, восходящей к работам Л. Вальраса. В отличие от описанной выше канонической формы, в моделях общего равновесия набор агентов, как правило, стандартен, и, что еще более важно, стандартизированы взаимодействия агентов – это либо конкурентный рынок, либо  выплаты (дивидендов, налогов, пособий). 

В современных учебниках экономики (например, [36]) обычно рассматриваются макромодели общего равновесия, в которых поведение агентов описывается не задачами оптимизации, а непосредственно функциями спроса и предложения различных активов. В зависимости от того, что служит аргументами этих функций, различаются кейнсианские и неоклассические модели общего равновесия. Подобные модели мы надеемся получать с помощью предлагаемого ниже подхода, а не постулировать, поэтому о них мы говорить не будем.  
Здесь мы будем исходить из модели равновесия Эрроу-Дебре [37,38], которая считается наиболее фундаментальным и строгим, хотя и несколько абстрактным описанием сущности рыночной экономики. В модели Эрроу-Дебре экономика описывается как результат взаимодействия двух групп агентов потребителей-собственников и производителей (точные формулировки см. Часть I  3.1 ниже). 

Потребители-собственники получают доходы от продажи ресурсов (прежде всего труда и капитала) производителям, а также дивиденды (долю прибыли) производителей. Каждый потребитель тратит свой доход на покупку потребительских благ, стараясь максимизировать полезность своего потребления.

Производители располагают технологиями, позволяющими преобразовывать ресурсы и продукты в другие продукты. Каждый из производителей выбирает объем и ассортимент производства так, чтобы максимизировать свою прибыль, которую он потом без остатка распределяет между потребителям по праву их собственности.

Производители и потребители определяют планы продаж и покупок при заданных ценах (информационных переменных). Поэтому решения оптимизационных задач агентов задают функции спроса и предложения на продукты и ресурсы в зависимости от цен. Цены затем устанавливаются так, чтобы сбалансировать совокупные спрос и предложение по каждому продукту и ресурсу.

2.5.2 Принцип рациональных ожиданий

Пока речь идет о статическом равновесии, модель Эрроу-Дебре, как модель идеальной рыночной экономики, особых вопросов и возражений не вызывает. Разве, что кажется странным тот факт, для что описания идеального рынка не требует понятия денег (цены в модели Эрроу-Дебре – это относительные цены или бартерные коэффициенты) и развитого описания прав собственности (например, продажа прав собственности в рамках этой модели просто бессмысленна).

Если же попытаться по схеме Эрроу-Дебре построить динамическую модель, мы сразу же столкнемся с одной из главных проблем построения динамических моделей вообще: Если функция цели агента зависит от результатов его будущей деятельности, то, чтобы планировать эту деятельность, он должен прогнозировать будущие значения информационных переменных. Казалось бы, мы попадаем в ловушку парадокса: с практической точки зрения модели нужны, чтобы помочь субъектам прогнозировать будущие значения информационных переменных, а оказывается, что для построения модели нужно знать, как субъекты делают свои прогнозы.

Не вдаваясь в результаты длительной дискуссии, которая идет по этому поводу в мировой экономической науке [39,40], мы используем здесь самый радикальный путь решения упомянутого парадокса. Именно, всюду ниже мы безоговорочно принимаем принцип рациональных ожиданий xe "принцип рациональных ожиданий" [39] в самой сильной форме. Именно, мы предполагаем, что в рамках модели все агенты имеют точный прогноз всех нужных им информационных переменных на тот период, на который они планируют свои действия. 
Дело в том, что это предположение является по существу единственной возможностью получить самосогласованную детерминированную модель. Всякая альтернатива этому предположению в рамках детерминированной модели означает, что мы исследуем систематические ошибки в прогнозах агентов, что совершенно непродуктивно. 

В рамках стохастических моделей возможны более гибкие интерпретации принципа рациональных ожиданий, но стохастические модели представляются пока слишком сложными для практического использования. Кроме того, мы хотим строить макромодели экономики, а введение вероятностных соображений на макроэкономическом уровне представляет собой трудную и малоисследованную проблему.

Заметим, что при построении моделей системного анализа экономики мы, разумеется, тоже сталкивались с проблемой описания прогноза, и решалась она, по существу, также на основе принципа рациональных ожиданий. Мы либо считали, что горизонты планирования агентов малы – тогда ошибка любого простого прогноза мала [1], либо рассматривали режимы, на которых оправдываются простые прогнозы (например, режимы сбалансированного роста с постоянной инфляцией, [11, 16]) .
2.5.3 Межвременное равновесие и задачи настоящей работы
Если мы принимаем принцип рациональных ожиданий, то формальное распространение модели Эрроу-Дебре на описание экономической динамики на конечном множестве последовательных периодов времени не представляет труда. Надо просто рассматривать один и тот же продукт, произведенный или потребленный в разные периоды времени, как разные продукты, а хранение продуктов – как производственный процесс, превращающий сегодняшний продукт в завтрашний. В результате получается так называемая модель межвременного равновесия xe "модель: межвременного равновесия" [41].

В следующей главе мы переформулируем эту модель в части распределения доходов с целью придать этой модели подлинно динамический характер. При этом окажется, что получившаяся динамическая модель идеального рынка допускает множество равноправных траекторий изменения финансовых величин, поскольку в условиях совершенной конкуренции доходности всех видов вложений выравниваются. При наложении дополнительных институциональных ограничений это безразличие, эта внутренняя симметрия модели разрушается, и то, что было безразличным агенту в идеальных условиях, становится важнейшим его инструментом в условиях более реалистичных. 

В Части II мы выделим в модели совершенной конкуренции поля безразличия, как «зародыши» более сложных механизмов взаимодействия агентов. В Части III мы покажем, как их можно использовать при создании реалистичных моделей межвременного равновесия. 
ЧАСТЬ II
Конкурентное межвременное равновесие и управление капиталом

Глава 3 Регулярная модель Эрроу-Дебре без ресурсов

3.1 Модель Эрроу-Дебре межвременного равновесия без ресурсов  

3.1.1 Описание структуры экономики в модели и основные обозначения

Итак, переходим к строгим формулировкам. В рассматриваемой упрощенной версии модели Эрроу-Дебреxe "модель: Эрроу-Дебре" межвременного равновесия предполагается, что экономика функционирует конечное множество дискретных моментов (периодов) времени [image: image1.wmf],...,
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В экономике действует конечное множество [image: image2.wmf]P

 производителей xe " производитель: в модели Эрроу-Дебре" (производственных единиц) и конечное множество [image: image3.wmf]H

 потребителейxe " потребитель: в модели Эрроу-Дебре" (-собственников). Эти агенты производят, распределяют и потребляют конечное множество [image: image4.wmf]M

 продуктовxe "продукт". Продукты измеряются, вообще говоря, каждый в своих натуральных единицах.

Функция производителей состоит в том, чтобы преобразовывать одни продукты в другие. Поэтому в каждый период [image: image5.wmf]t
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 какие-то продукты приобретает, а какие-то отдает другим агентам в обмен на приобретенные. Разница объемов полученных и отданных продуктов по каждой позиции из списка [image: image7.wmf]M

 образует вектор [image: image8.wmf]m
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, который мы будем называть вектором чистых продажxe "чистые продажи". Положительные компоненты вектора [image: image10.wmf]m
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 показывают количества отданных продуктов, а модули отрицательных компонент – количества приобретенных. 

Подчеркнем, что это именно покупки-продажи, а не выпуски-затраты. Приобретенный продукт производитель, вообще говоря, не обязан сразу использовать в производстве в качестве сырья для изготовления других продуктов. Он может накопить приобретенный продукт в виде запаса или использовать его на капитальные затраты, расширяющие возможности производства в будущем. Точно так же, на рынок он может предлагать не только «свежеизготовленный» продукт, но и продукт из запаса.
Каждый потребитель [image: image11.wmf]n
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 приобретает и потребляет некоторый набор продуктов [image: image13.wmf]n
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 – вектор конечного потребленияxe "конечное потребление". Потребленные продукты в дальнейшем в экономических процессах никак не участвуют. Единственный смысл потребления – приносить удовольствие потребителю.

Здесь и всюду ниже в этой Части векторы размерности [image: image14.wmf]M

, обозначаются латинскими буквами. Греческие буквы обозначают скаляры, а жирные латинские буквы – векторы размерности, отличной от [image: image15.wmf]M
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Последовательность наборов [image: image21.wmf]m
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 образует траекториюxe "траектория: в модели Эрроу-Дебре" [image: image23.wmf]s

 развития экономики (в реальных показателях). Всюду ниже в этой главе набор векторов обозначается угловыми скобками [image: image24.wmf],,...,
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 является компонентой набора [image: image26.wmf]a
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3.1.2 Описание поведения производителя

Производитель [image: image30.wmf]m
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 допустимых последовательностей чистых продаж 
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Описание множества [image: image33.wmf]m
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должно не только перечислять технологии преобразования продуктов, но также учитывать возможность запасать продукты, создавать за счет затрат фондообразующих продуктов новые производственные мощности, должно учитывать старение мощностей, а также начальные значения запасов и основных фондов. Как это сделать конструктивно, показано ниже (раздел 6.4 ниже)
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 действует в условиях свободной конкуренцииxe "свободная конкуренция". Это означает, что он считает возможным продать или купить в период [image: image35.wmf]t
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 на рынке любое количество продуктов по сложившимся в этот период ценамxe "цена: в модели Эрроу-Дебре" [image: image36.wmf]t
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 планирует чистые продажи так, чтобы добиться максимальной прибыли за весь период функционирования экономики. Прибыль [image: image39.wmf]m
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 образуется как разность стоимости проданных и купленных продуктов
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а поведение производителя описывается локальным
 принципом оптимальности xe "задача производителя: в модели Эрроу-Дебре":
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Вопрос о корректности задачи оптимизации (3.4)

 будем обсуждать, когда будем доказывать существование равновесия в модели.

3.1.3 Описание поведения потребителя

Потребитель [image: image43.wmf]n
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 характеризуется отношением предпочтенияxe "отношение предпочтения" [image: image44.wmf]n
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Определение полного порядка [38] включает требование транзитивности отношения [image: image59.wmf]n
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. Психологические опыты с реальными индивидуумами показывают, что у человека отношение «это мне нравится больше, чем то» не транзитивно на достаточно длинных цепочках парных сравнений. Тем не менее, как показали эмпирические исследования [30], агрегированный в 100-200 наименований продуктов совокупный потребительский спрос обнаруживает свойство транзитивности. Поэтому не следует думать, что чем подробнее мы опишем ассортимент продуктов и набор агентов, тем лучше будет соответствие модели реальности. Аналогичный эффект уменьшения адекватности модели при излишне подробном описании наблюдается и для леонтьевской модели производства [37]. Собственно экономические закономерности, по-видимому, начинают проявляться в коллективном поведении людей, лишь начиная с определенного уровня агрегирования. 
Другой характеристикой потребителя-собственника в модели являются его доли участияxe "доля участия: в модели Эрроу-Дебре" [image: image60.wmf],
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 в прибылях производителей. Они определяют полный (в сумме за все периоды) доходxe "доход: в модели  Эрроу-Дебре" потребителя [image: image61.wmf]n
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Как и производитель, потребитель знает точный прогноз цен [image: image65.wmf]p

T

%

 и считает, что он может купить любое количество продуктов по этим ценам, лишь бы хватило денег. Иными словами, он выбирает последовательность векторов потребления [image: image66.wmf]n
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 из бюджетного множестваxe "бюджетное множество".

[image: image67.wmf](,)

nn

tt

t

pcpc

´

++

Î

ìü

F=Î£FÌ

íý

îþ

å

MMT

TT

T

c

%%

%%

¡¡

B

  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.6)



Поведение потребителя описывается локальным принципом оптимальности:xe "задача потребителя: в модели Эрроу-Дебре" 
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Хотя всюду ниже мы будем использовать именно это традиционное описание потребительского поведения, автор не может умолчать о том, что в принципе это описание представляется ему самым слабым пунктом моделей экономики. Во-первых, значительная часть потребления приносит удовольствие индивидууму не сама по себе, а в зависимости от того, как его оценивают другие люди. Сюда в равной мере относятся и кольцо в носу палеолитического охотника, и пиджак с галстуком современного бизнесмена. Во-вторых, удовлетворение потребностей во власти, славе, богатстве, обеспечении собственного будущего и будущего детей не требует выбора потребительских благ. Достаточно иметь деньги или права на собственность, которую в глаза не видел. Наконец, в-третьих, манипуляция предпочтениями потребителей, например, посредством рекламы, всегда была существенным элементом деятельности производителей, а сейчас, похоже, становится основной ее частью. 

В идеале хотелось бы иметь модель объективного формирования потребительских предпочтений относительно благ и денег на уровне агрегированных продуктов и достаточно крупных групп потребителей. Субъективное различие вкусов индивидуумов в такой модели должно было бы играть роль случайного возмущения. На принципиальную возможность существования такой модели указывают эмпирические результаты по агрегированию потребительского спроса, полученные в [30]. Возможный подход к созданию такой модели открывают результаты исследования эволюционной модели взаимодействия потребителей и торговцев [17]. Подходящим аппаратом, возможно, окажется особая форма представления вариационного принципа 0(3.7)

, полученная ниже в разделе  GOTOBUTTON ZEqnNum299408  \* MERGEFORMAT .
3.1.4 Определение равновесия и обсуждение модели

Мы рассматриваем замкнутую экономику, которая не может получать продукты ни откуда, кроме собственного производства. Поэтому реализуемымиxe "траектория: реализуемая" (физически) могут быть только траектории (3.2)

 и балансовому соотношению(3.1)

, которые удовлетворяют технологическим ограничениям 
xe "баланс: в модели Эрроу-Дебре"
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Множество реализуемых траекторий обозначим через [image: image74.wmf]B
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При произвольных ценах [image: image76.wmf]p
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 задачи агентов равновесные цены: в модели Эрроу-Дебре"(3.7)

 могут оказаться неразрешимыми, а если они и будут разрешимы, их решения могут не составить в совокупности реализуемую траекторию. Последовательность цен 
 называется равновесной,(3.4)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum986991  \* MERGEFORMAT  если
· задачи (3.7)

 при этих ценах разрешимы;
(3.4)

, 
· из решений этих задач можно составить реализуемую траекторию (3.7)

 при равновесных ценах могут быть не единственными. Подразумевается, что мы можем выбирать подходящие решения, чтобы составить реализуемую траекторию.
(3.4)

, (3.9)

. Решения задач 
Набор из равновесных цен и соответствующей траектории называется конкурентным равновесиемxe "равновесие: в модели Эрроу-Дебре" [image: image78.wmf]a

(по Эрроу-Дебре). Для удобства ссылок в этот список включаем и соответствующие значения полных доходов потребителей, определенных формулой (3.6)

:
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Равновесие – это и есть то описание экономической динамики, которое предлагает данная модель. В дальнейшем последовательность [image: image80.wmf]p
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 будет, как правило, обозначать именно равновесные цены. Если нужно сравнить последовательность цен в равновесии [image: image81.wmf]p
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 с другими последовательностями цен, первая, в соответствии с общим соглашением, обозначается как [image: image82.wmf][]
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Заметим, что конструкция экономического равновесия: совокупность локальных оптимизационных задач, решения которых балансируются благодаря подходящему выбору информационных переменных – это главный и, по существу, единственный вклад математической экономики в общую «копилку» математических моделей.

Описанная выше модель равновесия упрощена по сравнению с исходной моделью Эрроу-Дебре в следующих отношениях:

В исходной модели потребление [image: image83.wmf]n
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 ограничивается не положительным ортантом, а его подмножеством [image: image84.wmf]nn
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, т. е. считается, что потребителям может быть гарантирован некий положительный минимум потребления. Это дополнение не кажется нам ни особенно принципиальным, ни особенно усложняющим модель. Во многих изложениях это дополнение опускается.

· В исходной модели предполагается, что потребители могут иметь собственные источники продуктов [image: image85.wmf]n
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, независимые от производства («натуральное хозяйство»). Условие баланса (3.6)

 добавляется выручка от продажи собственных продуктов 
. Наличие собственных источников продукта позволяет, в частности, в рамках той же конструкции рассматривать весьма поучительную модель «чистого обмена», в которой производителей вообще нет. Мы хотим использовать модель Эрроу-Дебре как базу для описания современной экономики, где натурального хозяйства практически нет, и модель чистого обмена для нас интереса не представляет.
(3.8)

 тогда приобретает вид 
, а в выражение для дохода потребителя 
Заметим, что в большинстве работ, посвященных исследованию модели Эрроу-Дебре, не только допускается, но даже требуется наличие собственных источников продуктов у потребителей:  [image: image88.wmf]n
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. Этим гарантируется существование равновесия. Мы, однако, обеспечим существование равновесия другими ограничениями на параметры модели (см. следующий раздел).

· Самое существенное отличие описанной выше модели от исходной состоит в том, что мы не рассматриваем оборот ресурсовxe "ресурсы".  В исходной модели потребители, кроме источников продуктов, располагают источниками особых благ – ресурсов, отличных от всех продуктов. Ресурсы влияют на предпочтения потребителей (отношения предпочтения определены на наборах продуктов и ресурсов). В то же время ресурсы необходимы производителям в процессе производства. В рамках модели ресурсы продаются по своим ценам, причем выручка от их продажи добавляется в доход потребителей, а затраты на их покупку вычитаются из прибыли производителей. Цены на ресурсы определяются из условия баланса спроса и предложения ресурсов.

Содержательно ресурсы интерпретируются, прежде всего, как труд и капитал. Причем капитал понимается в смысле основных производственных фондов, т.е. зданий, сооружений, машин и оборудования. Считается, что они принадлежат потребителям-собственникам, которые предоставляют их в пользование производителям (например, на правах аренды). 

Нам представляется, что в современных условиях собственники-акционеры не только не распоряжаются, но, как правило, и не знают состава основных производственных фондов на принадлежащих им предприятиях. Нынешнему этапу развития капитализма соответствует система управления собственностью посредством почти исключительно финансовых операций. Соответственно капитал, который появится в нашей модели межвременного равновесия, будет выражать не стоимость основных фондов, а денежную оценку права собственника на получение доходов производителя. Чтобы максимально выделить и изучить в наиболее ярком проявлении это понятие капитала, мы в этой части не стали рассматривать ресурсы. В частности мы здесь игнорируем необходимость использования труда в процессе производства. Что касается основных фондов, то мы фактически считаем, что они находятся в собственности производителя.

В более реалистичной модели, рассматриваемой в главе 9, мы введем агента «домашнее хозяйство», которое будет продавать свой труд производителям. Включение этого агента в модель межвременного равновесия при условии, что его поведение описывается аналогично тому, как это было сделано в нашей модели рыночной экономики в [5], не вызывает особых проблем.

· В исходной модели возможности производителей описываются в терминах «выпусков-затрат», а не в терминах «чистых продаж». Это различие чисто техническое. Наш язык больше подходит для случая, когда основные фонды находятся в собственности фирм.

· Заметим, наконец, что в формулировку исходной модели входит условие нормировки цен, причем условие очень странное с точки зрения размерности: требуется, чтобы сумма цен по продуктам и времени равнялась [image: image89.wmf]1

. Автор не совсем понимает, зачем это условие вводится. Видимо, чтобы формально определить все неизвестные и подчеркнуть, что нормировка цен не выводится из остальных соотношений. Мы предпочитаем просто помнить, что равновесие инвариантно к деноминации – умножению всех цен, доходов и прибылей на один и тот же множитель.

3.2 Регуляризация модели межвременного равновесия

3.2.1 Постановка вопроса
Разумеется, без каких то специальных предположений о свойствах множеств чистых продаж и потребительских предпочтений нельзя гарантировать существование равновесия, определенного в разделе 3.1.4. С другой стороны, еще из работ В. Парето и Ф. Эджворта известно, что в «хороших» случаях равновесие не только существует, но и обладает замечательным свойством эффективности (парето-оптимальности): в множестве реализуемых траектории [image: image90.wmf]B

 нет такой, которая была бы не хуже равновесной для всех потребителей и лучше равновесной хотя бы для одного потребителя [42].
Ограничения на возможные параметры модели: множества чистых продаж, предпочтения потребителей и т.д., которые обеспечивают хорошие свойства равновесия, мы здесь несколько вольно называем регуляризациейxe "регуляризация модели" модели. Регуляризация, которую мы здесь рассмотрим, нам в литературе не встречалась
. Причина этого, видимо, в особенности задачи, которую мы здесь ставим. Обычно при теоретическом изучении модели равновесия исследователи задаются вопросом о границах возможного применения принципа равновесия и стараются наложить ограничения по минимуму. Особенно остерегаются они накладывать ограничения на предпочтения потребителей, считая, что на рынке могут появиться какие угодно субъекты. 

Мы же здесь хотим использовать модель межвременного равновесия как базу для построения реалистических моделей экономики, а в этих моделях предпочтения потребителей всегда задаются очень простыми и регулярными функциями. Кроме того, автор считает и говорил об этом выше в разделе 2.3, что экономика просто не может устойчиво функционировать, если ее субъекты, в том числе потребители, в своем большинстве не получили предварительно неких представлений о том, как надо себя вести. По этой причине предлагаемая здесь регуляризация в основном касается именно потребительских предпочтений. 

3.2.2 Регулярные множества чистых продаж

Относительно множеств чистых продаж производителей (3.2)

 мы принимаем те же предположения, что и в исходной модели Эрроу-Дебре: 
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i. Экономика в целом продуктивнаxe "продуктивность экономики", т.е. в совокупности производители могут выпустить все продукты из списка [image: image93.wmf]M
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Сумма подмножеств линейного пространства здесь и ниже обозначает алгебраическую сумму, а не объединение. Сумма конечных множеств, напротив, ниже обозначает объединение непересекающихся множеств. К путанице это не приводит, поскольку конечные множества фигурируют только в индексах. 

В принципе, условие продуктивности (3.12)

 можно ослабить, но мы не будем этим заниматься.

Выпуск любого продукта в экономике ограничен
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Напомним, что речь идет о множестве чистых продаж. Множество выпусков-затрат, которое описывает потенциальные, не зависящие от имеющихся запасов, возможности преобразовывать одни продукт в другой, может быть и неограниченным, как в моделях Леонтьева и Неймана-Гейла [37]. Снизу множество чистых продаж может быть не ограничено, т.е. производитель может в принципе покупать продукт и не использовать его в дальнейшем. Это, так называемое, условие свободного расходования, мы при необходимости принимаем безоговорочно.
Условие мощность производственная"(3.11)

. Иными словами, для каждого производителя 
 можно указать последовательность векторов мощностей(3.13)

, разумеется, эквивалентно ограниченности сверху каждого множества 
, удовлетворяющего   GOTOBUTTON ZEqnNum541880  \* MERGEFORMAT  [image: image98.wmf]m
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Набор множеств чистых продаж, удовлетворяющий условиям регулярные множества чистых продаж"(3.13)

 будем называть регулярным(3.11)

- GOTOBUTTON ZEqnNum912388  \* MERGEFORMAT . Всюду ниже считается, что множества [image: image101.wmf]m

Y

 удовлетворяют условиям (3.13)

.
(3.11)

-
Фактически ограничения, которые мы наложили на множества чистых продаж слабее, чем это делается обычно. Для модели Эрроу-Дебре существенно допустить возможность того, что производитель может «ничего не делать» 
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Это условие гарантирует, что прибыль торговца (3.6)

, а не покрывать убытки. (Отказаться от собственности он в рамках модели не может.)
(3.4)

), и, следовательно, собственник будет действительно получать доход от собственности (3.3)

 в равновесии будет неотрицательной (см. 
Содержательно условие постоянные издержки."(3.15)

 означает, что у производителя в модели отсутствуют постоянные издержки. GOTOBUTTON ZEqnNum119895  \* MERGEFORMAT  У реальных предприятий такие издержки есть. Даже когда предприятие не выпускает продукцию, оно несет затраты на отопление, освещение, охрану, содержание администрации. У современных российских предприятий такие издержки составляют до 30% уровня издержек при работе на полную мощность. Тем не менее, в большинстве моделей экономики постоянные издержки игнорируются.

В модели межвременного равновесия с капиталом, которую мы предложим в главе 4, условие (3.15)

 нам не понадобится. Наша модель формально допускает функционирование в равновесии убыточных предприятий, поэтому допускает и включение в затраты постоянных издержек.

3.2.3 Регулярные предпочтения потребителей
Конструктивная работа с моделью равновесия обычно начинается с того, что предпочтения потребителей [image: image103.wmf]n
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 задаются функциями полезности [image: image104.wmf]:
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, такими, что:xe "функция полезности"
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Хотя, известно  [43], что не всякий полный порядок можно задать в виде (3.16)

, считается, что исключения не представляют интереса для моделирования поведения потребителей. 
Если предпочтение заданы функцией полезности, то поведение потребителя (3.7)

 становится обычной задачей оптимизации:
[image: image106.wmf]{
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Одно и то же предпочтение можно задать разными функциями полезности. Выбор конкретных функций полезности, задающих предпочтения, в дальнейшем будем называть калибровкойxe "калибровка предпочтений" предпочтений. Хотя, фактически, при доказательствах и вычислениях всегда используются функции полезности, фундаментальным описанием для нас остается описание через отношения предпочтения. Это означает, что мы считаем экономически осмысленными лишь те результаты, которые не зависят от калибровки данного предпочтения. Например, поведение, определенное формулой  (3.17)

, очевидно инвариантно по отношению к калибровке. 

Требование инвариантности по отношению к калибровке означает недопустимость сравнивать полезности разных агентов по величине. Такое сравнение означало бы попытку объективно выяснить, кто из двух людей сильнее хочет получить данное благо. Хотя в межличностных отношениях такие вопросы постоянно возникают и как-то решаются, мы, как и большинство других исследователей, полагаем, что экономические институты должны избегать подобных процедур. Альтернативная точка зрения представлена так называемой теорией трансферабельной полезности [43]
.

Полезность в модели межвременного равновесия определена на последовательностях наборов потребления [image: image107.wmf]c

T

, а потому она должна описывать не только отношения взаимной заменяемости и взаимного дополнения разных продуктов в потреблении, но и отношение потребителя к возможностям получить данный продукт сейчас или потом. Типичный вид такой функции
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где [image: image109.wmf]n

1

D>

 – коэффициент предпочтения времениxe "предпочтение времени", в русской литературе чаще не очень удачно называемый коэффициентом дисконтирования, а [image: image110.wmf]:
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 –  монотонная и вогнутая (выпуклая вверх) функция полезности текущего потребления. 

Выражение 44(3.18)

 вместе с требованиями на функцию 
 выводится из аксиоматического описания потребительских предпочтений, предложенного Л. Сэвиджем [ GOTOBUTTON ZEqnNum719935  \* MERGEFORMAT ]. В частности, экспоненциальные весовые коэффициенты [image: image112.wmf](
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 возникают из требования инвариантности полезности к точке отсчета времени, а условие [image: image113.wmf]n
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 отражает тот наблюдаемый факт, что потребитель при прочих равных условиях предпочитает получить потребительский продукт как можно раньше.
В прикладных работах обычно считается, что функции [image: image114.wmf]n
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 еще и положительно однородны:
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Дело в том, что неоднородность функций полезности приводила бы к перестройке структуры производства по мере его роста. Исторически такие перестройки связаны с изменениями технологии и экономических отношений, которые мы толком описывать не умеем. Поэтому авторы прикладных моделей концентрируются на описаниях изменений, происходящих вследствие действия экономических механизмов и изменения экономической политики государства, и избегают вводить в модели описание качественных изменений в физической базе экономики. Заметим, что замечательные и хорошо подтвержденные эмпирически результаты А.А. Шананина [19] по агрегированию потребительского спроса также были получены для однородных функций полезности.  

Предположение об однородности предпочтений кажется странным, если «примерять» его к реальному индивидууму и конкретным продуктам: Любой конкретный продукт (хлеб, ботинки данного фасона, автомобиль данной марки) имеет ограниченный спрос, поэтому с ростом благосостояния потребителя ассортимент покупок меняется. Разрешение парадокса опять-таки состоит в том, что в модели следует рассматривать достаточно агрегированные продукты. Спрос на хлеб ограничен, но в составе агрегата «продукты питания» есть сколь угодно дорогие компоненты, так что расходы на питание могут расти пропорционально благосостоянию достаточно долго, что и подтверждается эмпирически [31].
Для нужной нам регуляризации моделей межвременного равновесия достаточно ограничиться классом функций полезности несколько более узким, чем монотонные вогнутые, и несколько более широким, чем монотонные вогнутые однородные. В последнем разделе главы 6 мы используем функции вида (3.18)

. Ограничение класса функций полезности – ключевой момент нашей регуляризации модели межвременного равновесия.

Назовем сильно ненасыщаемойxe "сильно ненасыщаемая функция" функцию [image: image119.wmf]:
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, которая вогнута, монотонна и удовлетворяет условию:
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Более наглядное описание сильно ненасыщаемых функций дается следующим утверждением.

Утв. 3.2.3.1 О виде сильно ненасыщаемых функций

Монотонная вогнутая функция [image: image121.wmf]:
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 сильно ненасыщаема тогда и только тогда, когда она

i. не достигает своей точной верхней грани на [image: image122.wmf]+
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 (ненасыщаема);

ii. имеет бесконечную производную по направлению в 0 (пустой суперградиент [image: image123.wmf](
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iii. в окрестности граничной точки ортанта [image: image124.wmf]+
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, отличной от 0, функция [image: image125.wmf]w
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 либо растет вдоль границы, либо имеет бесконечную производную по направлению внутрь [image: image126.wmf]+
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Например, функция [image: image127.wmf]{
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 – сильно ненасыщаема, а [image: image128.wmf]{
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 таковой не является.
Доказательство Утв. 3.2.3.1. Сначала докажем достаточность условий i-iii. Для этого рассмотрим произвольную пару векторов
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и покажем, что при условиях i-iii
[image: image132.wmf](
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Тем самым будет опровергнуто отрицание (3.19)

.

Если в (3.21)

 верно.
(3.20)

 
, то, в силу i, 
, и 
Если в (3.21)

 снова верно.
(3.20)

 
, то 
. Но в силу ii функция 
 возрастает в нуле по некоторому направлению внутрь ортанта. Значит 
Если, наконец, вектор [image: image138.wmf]q

 имеет как положительные, так и нулевые компоненты, то точка [image: image139.wmf]c

, удовлетворяющая (3.21)

 выполняется. Если же 
 не растет вдоль границы, то, в силу iii, величина 
 растет внутрь ортанта.
(3.20)

, лежит на границе ортанта 
 в гиперплоскости, ортогональной 
. При движении вдоль этой гиперплоскости скалярное произведение 
 не меняется, так что если 
 при этом растет, то растет и 
, поэтому 
Достаточность доказана. Докажем необходимость условий i-iii. 

Полагая в (3.19)

 
, получаем, что 
, т.е. условие i. 
Из Из монотонности [image: image149.wmf]w
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 следует, что [image: image150.wmf](
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и условие (3.19)

 следует ii.(3.19)

 нарушается. Таким образом, из 
Возьмем, наконец, вектор [image: image154.wmf]q

, содержащий и положительные и отрицательные компоненты. Из (3.19)

. Значит 
, и функция 
 имеет в точке 
 бесконечную производную по направлению. Поскольку у вогнутой функции в ненулевой точке границы ортанта не может быть бесконечной производной вдоль границы, бесконечна именно производная по направлению внутрь ортанта. Условие iii доказано.(3.19)

 следует, что вогнутая функция 
 не должна достигать максимума в точке 
 границы 
, ортогональной 
. Если функция 
 растет вдоль этой границы, то так оно и будет, если же нет, то либо суперградиент  
 пуст, либо он содержит вектор 
 , параллельный вектору 
. Если такой вектор имеется, то, взяв 
 длиннее 
, мы получим, что функция 
 не растет в допустимых в точке 
 направлениях, что противоречит 
(
Предпочтение потребителя [image: image170.wmf]n
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 будем называть регулярным,xe "регулярные предпочтения" если его можно задать с помощью функций полезности [image: image171.wmf]:
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, сильно ненасыщаемых по каждой временной компоненте [image: image172.wmf]t
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 последовательности наборов потребления [image: image173.wmf]c

T

. Разумеется, то факт, что данное предпочтение допускает калибровку сильно ненасыщаемыми функциями, не означает, что любая калибровка этого предпочтения будет сильно ненасыщаемой. Например, естественный порядок на положительной действительной полуоси можно задать и сильно ненасыщаемой функцией [image: image174.wmf]x

, и функцией [image: image175.wmf]x
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, не обладающей этим свойством. Всюду ниже считается, что предпочтения потребителей регулярны, а функции полезности – сильно ненасыщаемы по каждой временной компоненте.
Вопрос о том, как выразить условие регулярности в терминах самого отношения [image: image176.wmf]n

p

, остается неисследованным. Однако можно утверждать, что класс регулярных отношений предпочтения содержит все вогнутые монотонные и однородные предпочтения.

Утв. 3.2.3.2 О регулярности однородных предпочтений

Если предпочтение [image: image177.wmf]p

 на [image: image178.wmf]d
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 можно задать монотонной ненасыщаемой вогнутой однородной функцией полезности [image: image179.wmf]w

, то его можно задать и сильно ненасыщаемой функцией полезности [image: image180.wmf]v

.

(
Доказательство. Прежде всего, заметим, что, если функция [image: image181.wmf]:
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 ​– вогнута, однородна и не равна тождественно 0, то она обращается в 0 в нуле, неотрицательна на [image: image182.wmf]d
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 и строго положительна на [image: image183.wmf]d
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, а степень ее однородности строго положительна и не превосходит 1.

Функция

[image: image184.wmf]v=w
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определена на том же ортанте, задает то же отношение предпочтения, вогнута и однородна, но степень ее однородности [image: image185.wmf]g

 меньше 1. 

Предположим, что 
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Тогда функция
[image: image188.wmf](
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достигает максимума по [image: image190.wmf]k

 при [image: image191.wmf]1
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. Допустим, что [image: image192.wmf]qc0
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. Тогда функция [image: image193.wmf](
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 будет иметь конечный максимум, только если [image: image194.wmf]()
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 лежит на границе ортанта [image: image196.wmf]d
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Возьмем теперь внутреннюю точку ортанта [image: image197.wmf]d
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. А тогда, в силу (3.23)

. Поэтому 
.
(3.22)

, 
, что противоречит 
(
3.2.4 Реальный сектор экономики и сильно эффективные траектории 

Модель Эрроу-Дебре без ресурсов будем называть регулярной моделью Эрроу-Дебреxe "регулярная модель Эрроу- Дебре", если множества чистых продаж регулярны в смысле раздела 3.2.2, а предпочтения потребителей регулярны в смысле раздела 3.2.3. 

Набор 
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из последовательности моментов времени, регулярных множеств чистых продаж и сильно ненасыщаемых функций полезности, представляющих предпочтения потребителей будем называть регулярной моделью реального сектораxe "регулярная модель реального сектора". Модель реального сектора не включает описание механизма формирования доходов и дальше у нас будет всегда одна. Механизмы же образования доходов мы будем рассматривать разные. В модели Эрроу-Дебре механизм образования доходов задается коэффициентами участия. В главе 2 мы для той же модели реального сектора рассмотрим другой механизм. 

Как уже говорилось, равновесные траектории тесно связаны с эффективными. Понятие эффективности траектории, так же, как и понятие реализуемости  (3.9)

, целиком относится к модели реального сектора. Чтобы связь равновесных и эффективных траекторий стала простой и прозрачной, оказывается удобным несколько ограничить понятие эффективной траектории по сравнению с тем, которое используется обычно. 

Назовем траекторию  [image: image203.wmf]e

 регулярной модели реального сектора [image: image204.wmf]R

  сильно эффективнойxe "траектория: сильно эффективная", если 
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где [image: image207.wmf]B

 – множество реализуемых траекторий (3.9)

. Множество сильно эффективных траекторий модели 
 будем обозначать через 
.

Утв. 3.2.4.1 О двойственных переменных сильно эффективной траектории

i. Множество [image: image210.wmf]E

 в регулярной модели не пусто. 

ii. Каждой сильно эффективной траектории [image: image211.wmf](),()
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 в регулярной модели отвечает, по крайней мере, один набор множителей Лагранжа [image: image212.wmf]()
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 к ограничению материального баланса (3.8)

, таких что 
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i. В любом наборе [image: image216.wmf]()
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, удовлетворяющем (3.26)

, каждая временная компонента отлична от 0
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(
Доказательство. Из (3.25)

 разрешима при всех наборах 
.
(3.13)

 следует, что 
 компактно. Поскольку функции 
 непрерывны, задача (3.12)

 следует, что 
, а из 
В силу (3.8)

 на ней будет выполняться как строгое неравенство. Таким образом, это ограничение удовлетворяет условию Слейтера, и по необходимым условиям Куна-Таккера искомый набор множителей Лагранжа 
 существует.
(3.25)

, а ограничение материального баланса (3.12)

 для каждого 
 найдется 
 такой, что 
. Тогда траектория 
 будет допустимой для задачи 
Если  [image: image227.wmf]()
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 не имеет решения относительно 
, поскольку функции 
 ненасыщаемы по каждой временной компоненте потребления. 

(
Всякий набор 
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удовлетворяющий условиям траектория: расширенная эффективная"(3.27)

, будем называть расширенной эффективной траекторией(3.26)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum942171  \* MERGEFORMAT . По доказанному множество сильно эффективных траекторий [image: image232.wmf]E

 совпадает с множеством, составленным из пар первых компонент всех расширенных эффективных траекторий, т.е. проекцией множества расширенных эффективных траекторий. Подчеркнем, что понятие расширенной эффективной траектории так же, как и понятие сильно эффективной траектории, полностью относится к модели реального сектора.

Множество [image: image233.wmf]E

, очевидно, включается в множество парето-оптимальных траекторий, но не обязательно исчерпывает его. Специфика сильно эффективных траекторий в том, что на них каждый потребитель в каждый момент времени хоть что-то получает. Это следует из того, что сильно ненасыщаемые функции имеют бесконечную производную в 0. 
Хотя в выражение (3.25)

 входит конкретная калибровка предпочтений, само множество 
, как будет показано в следующем разделе, не зависит от калибровки предпочтений. 

Задача оптимизации (3.25)

 содержательно отвечает идеальному планированию экономики, когда совокупные производственные возможности точно и полностью известны единому центру, принимающему решения. Проблема, в сущности, тогда состоит только в том, чтобы справедливо разделить имеющиеся ресурсы между потребителями.
Если пуститься в вольные интерпретации, то автор сказал бы, что задача (3.25)

 описывает экономику гипотетического «первобытного коммунизма». Члены небольшого общества прекрасно знают ресурсы, которыми располагает общество, и статус (приоритет) 
 каждого члена. Воспитанные в строгой традиции и уважении друг к другу члены общества сообщают свои интересы, не пытаясь манипулировать калибровкой предпочтений, т.е. не крича: «а я еще больше это хочу!». Сильно эффективный дележ никого не лишает потребления полностью.

Возвращаясь же к макромоделям экономики, заметим, что в них действуют макро-агенты, представляющие крупные группы реальных субъектов. Такие группы должны иметь устойчивое положение в системе и, в частности, ненулевое потребление (если они в нем нуждаются). Конечно, возможно, как это было в России после реформы и отчасти осталось до сих пор, что часть населения оказывается «отсеченной» от рынка. Однако описывать это явление как нулевое потребление агента представляется совершенно неадекватным. Здесь нужны более тонкие подходы, например, такие как были предложены в [45].

3.3 Равновесие в регулярной модели Эрроу-Дебре без ресурсов 

Утв. 3.3.1.1 О законе Вальраса в модели Эрроу-Дебре

В равновесии [image: image236.wmf]a

 (3.10)

 регулярной модели потребитель тратит все свои доходы
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и выполняется закон Вальрасаxe "закон Вальраса: в модели Эрроу-Дебре" 
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Доказательство. Поскольку функции [image: image239.wmf]n
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 не достигают максимума на [image: image240.wmf]´
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, из разрешимости задач потребителей в равновесии следует, что бюджетные ограничения на их решениях активны, т.е. выполнено (3.6)

, получаем, что
(3.30)

 по 
 и учитывая (3.30)

. Складывая равенства 
[image: image242.wmf]mn

ttt

tnn

pyc0

ÎÎÎ

æö

-=

ç÷

èø

ååå

[a][a][a]

THH

%

.  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.32)



Однако из условия баланса (3.31)

.
(3.32)

 неотрицательны, откуда и следует (3.8)

 вытекает, что все слагаемые в сумме 
(
Другие свойства модели Эрроу-Дебре нам, по существу, не понадобятся. Эта модель была нам нужна, как некая исходная точка. В дальнейшем мы выйдем за ее рамки, и будем рассматривать иной механизм распределения доходов между собственниками. Однако все же приведем обычные для модели Эрроу-Дебре результаты: теорему существования, первую и вторую теоремы теории благосостояния. (Подробнее эти термины разъясняются в разделе 5.2.1 ниже). Новым в этих результатах представляется то, что благодаря введенной регуляризации соответствующие утверждения верны безо всяких оговорок, и множества эффективных и равновесных траекторий полностью согласованы. 

Будем называть моделью с полным участиемxe "модель: с полным участием" регулярную модель межвременного равновесия Эрроу-Дебре без ресурсов, в которой 

i. каждый потребитель получает доход от всех производителей, т.е. в (3.6)
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ii. производители не несут постоянных издержек
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xe "теорема существования: в модели Эрроу-Дебре"
Утв. 3.3.1.2 Теорема существования для модели с полным участием

В модели с полным участием равновесие существует при любых [image: image246.wmf],
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. 
(xe "первая теорема теории благосостояния: в модели Эрроу-Дебре"
Утв. 3.3.1.3 Первая теорема теории благосостояния для модели с полным участием

Если [image: image247.wmf],,,
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 – равновесие в модели с полным участием, то [image: image248.wmf],,
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 – расширенная эффективная траектория (3.9)

. 
(3.25)

, (3.8)

 в задаче (3.29)

, равновесная траектория сильно эффективна, а равновесные цены можно рассматривать как множители Лагранжа к балансовому ограничению 
(xe "вторая теорема теории благосостояния: в модели Эрроу-Дебре"
Утв. 3.3.1.4  Вторая теорема теории благосостояния для модели с полным участием

Любая расширенная эффективная траектория [image: image249.wmf],,
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 регулярной модели может быть реализована как равновесная траектории модели с полным участием при подходящем выборе [image: image250.wmf],
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Довольно сложные доказательства этих утверждений вынесены в Дополнение к главе 1. Из приведенных утверждений вытекает следующий факт.

Утв. 3.3.1.5 Об инвариантности сильно эффективных траекторий

Множество [image: image251.wmf]E

 сильно эффективных траекторий не зависит от выбора сильно ненасыщаемой калибровки отношений предпочтения. 

(
Доказательство Множество равновесных траекторий в модели с полным участием инвариантно по отношению к калибровке предпочтений, поскольку таким свойством обладает описание поведения потребителей Утв. 3.3.1.3(3.17)

. Поэтому, объединяя множества равновесных траекторий, получающиеся при всевозможных наборах долей участия 
, мы получим некое множество траекторий 
, инвариантное к калибровке предпочтений. Согласно  GOTOBUTTON ZEqnNum662286  \* MERGEFORMAT  [image: image254.wmf]Í
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Глава 4  Построение модели межвременного равновесия с капиталом
4.1 Динамическое описание доходов собственников
4.1.1 Долги и сбережения агентов

Здесь 
Все это не случайно. Предположим, что положенная собственнику [image: image256.wmf]n
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 поступает частями – дивидендами [image: image258.wmf]mn
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. В рамках модели Эрроу-Дебре
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Поскольку в совершенно конкурентном равновесии важна только их сумма, дивиденды могут быть произвольными функциями цен. Это дает поле безразличия, некоторую внутреннюю симметрию модели. Выделив это безразличие в явном виде, мы сможем строить более реалистичные модели как модели, где эта симметрия нарушена, и возникает нетривиальная динамика капитала.

Полученные от всех фирм в период [image: image261.wmf]t
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при [image: image268.wmf]n
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 будем называть реальными чистыми сбережениямиxe "сбережения: реальные чистые " собственника (к концу периода [image: image273.wmf]t

). 
Аналогично, распределенная производителем [image: image274.wmf]m
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, поэтому у производителя тоже появляются реальные чистые сбережения
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Набор величин [image: image280.wmf],
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 мы и намерены использовать как основной элемент описания состояния экономики в модели межвременного равновесия.

4.1.2 Начальные долги и сбережения
Складывая соотношения (4.2)

 по 
, получаем, что 

 [image: image282.wmf]nnmnn

T0ttt

tm

pc

ÎÎ

æö

F=F+y-

ç÷

èø

åå

TP

%%

%

%

.
 

В равновесии Эрроу-Дебре сумма в правой части этого равенства обращается в 0 в силу (3.30)

. Естественно считать, что обе несущественные для модели Эрроу-Дебре величины начальных и конечных чистых сбережений обращаются в 0:(4.1)

, 
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Аналогичное соотношение получается из (3.3)

 и для граничных значений чистых сбережений производителей.
(4.1)

, (4.3)

, 
Таким образом, становится понятно, какой выделенный период времени описывает модель Эрроу-Дебре – это полный период от некоего момента «всеобщего дефолта», когда долгов и сбережений еще нет, до отдаленного будущего, когда все долги будут погашены, а сбережения потрачены.

Если же мы хотим построить динамическое описание, в котором конец равновесной траектории будет равновесным в том же смысле, что и вся траектория, мы должны «уравнять в правах» начальное и текущее состояние. 

Именно в этом и состоит основное отличие рассматриваемой ниже модели от модели Эрроу-Дебре. Мы не считаем выполненным условие (3.30)

 остается в силе. Вместо этого мы рассматриваем начальные значения чистых сбережений агентов 
 как заданные параметры модели, аналогичные начальным условиям обычных динамических систем. 
(4.4)

, хотя 
Впрочем, эти начальные значения не могут быть вполне произвольны. Если мы хотим интерпретировать их как долги и сбережения, то в замкнутой экономике они должны быть сбалансированы. Иначе говоря, каждый должник обязан иметь кредитора
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Это условие есть частный случай фундаментального свойства денег – свойства замкнутости финансовых потоков [21]. Заметим, что без учета этого факта разумного описания равновесий при наличии начальных долгов и сбережений просто не получается. Выполнение баланса долгов и сбережений при [image: image288.wmf]t
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 в равновесии будет, как мы увидим ниже, следовать из (3.8)

.
(4.5)

 и материального баланса 
В заключение заметим, что даже если мы действительно захотим описывать отрезок времени, только начиная с выделенной точки «всеобщего дефолта», будет не очень естественным считать начальные чистые сбережения нулями. Мы уже видели дважды, что всеобщий дефолт сопровождается образованием большого объема или ничьей, или не имеющей определенной цены собственности, которая расхватывается, как попало. В результате к моменту восстановления рынка происходит «спонтанное нарушение симметрии», так что в регулярный рынок агенты входят уже с денежными долгами и сбережениями.

4.1.3 Терминальные долги и сбережения

Что касается терминальных (конечных) значений чистых сбережений [image: image289.wmf]T
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HP
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, то на них соображения «равноправии состояний» не распространяются. Мы хотим, чтобы конец равновесной траектории был равновесной траекторией, но отнюдь не требуем, чтобы начало равновесной траектории обладало этим свойством.

Вопрос о терминальных значениях чистых сбережений – это традиционный для моделей оптимального планирования вопрос о том, чего хотят агенты за горизонтом планирования. Применительно к задачам равновесия можно выделить три варианта решения этого вопроса:

Задать конкретные нетривиальные пожелания агентов относительно конечного состояния. Их можно было бы, например, выводить, как это предлагал С.В. Чуканов, из решения упрощенных (например, стационарных) задач равновесия на актуально бесконечном горизонте планирования.

Рассматривать экономику, как взаимодействие сменяющихся поколений агентов, каждый из которых «живет» конечное время. Этот подход реализуется в очень популярных в настоящее время моделях с перекрывающимися поколениями  [41,42].
Считать, что за горизонтом планирования агенты ничего не хотят, т.е. ставить простейшие естественные условия, а затем увеличивать горизонт планирования до бесконечности. При этом в качестве описания реального переходного процесса в экономике рассматривается начальный участок предельной траектории (если таковая существует).

Мы здесь придерживаемся третьего пути. Модели с перекрывающимися поколениями, по нашему мнению, лучше всего подходят для описания установившихся режимов экономики на длинных промежутках времени, в то время как мы интересуемся в первую очередь более короткими переходными процессами. Кроме того, в макромоделях экономики действуют макро-агенты, и смена поколений происходит «внутри» них. Это единое для всех агентов ограничение имеет смысл требования кредитоспособностиxe "кредитоспособность" агента.

Что же касается первого пути, то он лучше подходит для описания процессов планирования на конкретном временном интервале. Когда же мы описываем типичное поведения агентов, как планирование на неопределенном интервале, первый путь в «хороших» случаях должен давать те же результаты, что и третий.
Самые простые терминальные условия можно позаимствовать из модели Эрроу-Дебре. Условие [image: image290.wmf]n
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) в модели Эрроу-Дебре для потребителей [image: image292.wmf]n
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 выражает бюджетное ограничение (3.6)

, обращающееся в равенство для ненасыщаемых функций полезности. Возвращаясь к исходному неравенству, мы полагаем 
 при 
.

Для производителей [image: image295.wmf]m
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) в модели Эрроу-Дебре следует из нормировки долей участия (3.6)

, предопределяющей полное распределение прибыли каждого производителя между потребителями-собственниками. Ниже мы откажемся от понятия долей участия. Останется только ограничение на дивиденды производителя 
.: они не могут превосходить полученной прибыли с учетом начальных чистых сбережений. Это ограничение можно выразить неравенством 
.

Итак, будем считать, что
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Это единое для всех агентов ограничение имеет смысл требования кредитоспособностиxe "кредитоспособность" агента.

Проведенная незначительная на первый взгляд модификация модели Эрроу-Дебре (4.6)

 фактически сильно упрощает всю конструкцию и структурно сближает модели межвременного равновесия с феноменологическими динамическими моделями экономики. 
(4.5)

, (4.3)

, (4.2)

, 
4.2 Дивиденды и капитал

4.2.1 Дивиденды как доходы по акциям 

Теперь мы откажемся от представления о том, что собственник получает фиксированную долю общей прибыли (4.3)

(4.6)

, (3.6)

. Тогда остается только ограничение на сумму дивидендов, вытекающее из 
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Мы даже не предполагаем, что все [image: image303.wmf]nm
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 отвечают использованию собственником своих сбережений для покрытия временных убытков производителя (например, инвестиций). 
Дополнительные ограничения на последовательности дивидендов [image: image305.wmf]nm
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 получаются, если рассмотреть возможность того, что собственники могут продавать друг другу свои права на получение будущих доходов производителей. Самый известный из этих механизмов – это механизм рынка акций. 

Предположим, что каждая фирма [image: image306.wmf]m
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Начальное распределение акций [image: image312.wmf]nm
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 задано и играет роль распределения участия. Текущее распределение определяется соглашением собственников и регулирует их доходы. Собрание акционеров фирмы [image: image313.wmf]m
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Курс мы считаем неотрицательным, а доходность может быть и отрицательной.
В этой схеме отдельный собственник определяет свои запасы акций [image: image321.wmf]n
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 в каждый момент времени, зная [image: image322.wmf]m
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. Ясно, что невырожденные (не равные [image: image324.wmf]0

 или [image: image325.wmf]¥

) спрос и предложение акций, которые необходимы для выполнения (4.8)

 может быть реализовано без принуждения отдельных собственников
(4.9)

 по времени, получаем необходимое и достаточное условие того, что соотношение (4.8)

, получатся, только если сумма  
не будет зависеть от 
. Суммируя 
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В силу (4.8)

 фирма 
 выплачивает дивиденды
(4.9)

 - 
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а собственник [image: image333.wmf]n

Î

H

получает от операций с фирмой [image: image334.wmf]m
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доход
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Доходы отдельного собственника могут быть в какие-то периоды отрицательными, но сумма будущих доходов в любой период оказывается неотрицательной.
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Это требование естественно вне зависимости от механизма распределения доходов. Предвидящий все собственник должен был бы отказаться от владения фирмой, приносящий отрицательный суммарный доход. Именно по этим соображениям мы ограничиваемся рассмотрением неотрицательных значений курса. 

Если мы хотим, чтобы конечный отрезок равновесной траектории был равновесием, надо потребовать, чтобы не только полная сумма, но и любой ее остаток был неотрицательным. Как показывает следующее утверждение, требование неотрицательности остатка доходов любого собственника от операций с акциями любой фирмы полностью характеризуют рассматриваемый механизм распределения доходов.
Утв. 4.2.1.1 О потоках дивидендов как доходах по акциям 

При любых [image: image337.wmf]0
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распределение доходов [image: image338.wmf]y
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по собственникам, фирмам и времени можно представить в виде (4.10)

 тогда и только тогда, когда
(4.8)

, (4.9)
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, удовлетворяющих соотношениям 
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(
Доказательство. То, что (4.10)

, учитывая, что 
, получаем
(4.11)

, из которого в силу (4.8)

, как показано выше, следует (4.9)

, (4.10)

. Из (4.8)

 - (4.13)

. Найдем 
, 
, 
  из уравнений (4.12)

). Пусть теперь заданы 
, удовлетворяющие (4.10)

, уже показано выше (см. (4.8)

 - (4.13)

 следует из 
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Обозначим через [image: image352.wmf]m
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Тогда выполнено (4.9)

.((4.12)

, из которого следует 
4.2.2 Предварительная формулировка модели межвременного равновесия с капиталом (МРК)
xe "модель: МРК"Описанный механизм дележа через акции реалистичен, но включает сложные процедуры договора и торга собственников. Более того, договор, определяющий [image: image356.wmf]m
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, должен включать и оценку возможностей фирмы, чтобы получить соотношение (4.7)

, которое в рассуждениях предыдущего раздела никак не учитывалось.

Попробуем модифицировать предыдущее построение. Соотношения (4.7)

. Иначе говоря, надо отталкиваться не от номинальных величин 
, а от их относительных денежных оценок 
.(4.15)

 можно понимать так, что собственники задают временную пропорцию доходов, начальные запасы акций – пропорцию доходов между собственниками, а сумму доходов определяет фирма в рамках ограничения 
Исходное предположение о максимизации прибыли (3.4)

 мы оставляем, но трактуем его теперь, как стремление фирмы максимизировать курс своих акций 
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xe "модель: МРК"Возможность такой интерпретации вытекает из (4.7)

. 
(4.14)

, 
Итак, получается следующее описание взаимодействия производителей, которых мы теперь, чтобы выделить новую задачу, будем называть фирмамиxe "фирма", и потребителей, которых теперь называем преимущественно собственникамиxe "собственник":

· Собственник [image: image360.wmf]n
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· имеет в начале процесса:
· чистые сбережения [image: image361.wmf]n1
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· вложения в капиталы фирм [image: image362.wmf]n
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· знает: 

· точный прогноз цен [image: image363.wmf]p
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· курсы фирм [image: image364.wmf]0
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 (формально – начальные, фактически – постоянные),
· определяет (выбирает, планирует) на все протяжение процесса [image: image365.wmf]T
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· объемы потребления [image: image366.wmf]n
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· чистые сбережения [image: image367.wmf]n

F

T

%

,
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· в рамках ограничений:
финансового баланса
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· кредитоспособности
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· так, чтобы максимизировать: 

· полезность своего потребления
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· Фирма [image: image372.wmf]m
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· имеет в начале процесса:
· чистые сбережения [image: image373.wmf]m1
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,
· множество чистых продаж [image: image374.wmf]m
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, (3.13)

, 
(3.11)

 - 
· знает :
· точный прогноз цен [image: image375.wmf]p
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· программу движения капиталовложений [image: image376.wmf]m
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, определенную собственниками,
· определяет (выбирает, планирует) на все протяжение процесса [image: image377.wmf]T

 :
· объемы чистых продаж [image: image378.wmf]mm
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· чистые сбережения [image: image379.wmf]m
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,
· в рамках ограничений:
· финансового баланса 
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· кредитоспособности
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· так чтобы максимизировать:
· свой курс 
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m

0

q®

%

.  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.21)



· Цены [image: image383.wmf]p
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, как и во всех моделях равновесия, определяются из условия выполнения баланса (3.8)
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для определенных собственниками потреблений [image: image386.wmf]c
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 и определенных фирмами чистых продажах [image: image387.wmf]y
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На языке теории управления то, что агент имеет, называется начальным состояниемxe "начальное состояние"; то, что он знает, – возмущениемxe "возмущение"; то, что определяет, – управлениемxe "управление"; а то, что максимизирует, – функционаломxe "функционал" (целевой функциейxe "целевая функция"). Здесь и далее мы не различаем собственно управления и фазовые переменныеxe "фазовые переменные" и допускаем запись динамических уравнений, содержащих, подобно (4.19)

, приращения (или производные) нескольких переменных. По этой причине для решения поставленной задачи описания межвременного равновесия как динамического процесса, в котором конец равновесной траектории был бы равновесием, надо еще специально определить, что считать начальным состоянием для конечного отрезка равновесной траектории. 

Забегая вперед, заметим, что для собственника таким состоянием будет, разумеется, набор величин [image: image388.wmf],
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. Для производителя придется особо определять, что представляет собой допустимое множество чистых продаж для концевого отрезка траектории (см. 5.4). Может показаться, что динамической трактовке модели 5.4(4.22)

 помешает присутствие единой для всей траектории величины курса фирмы 
. Однако в разделе (4.16)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum413280  \* MERGEFORMAT  мы увидим, что курс, определенный по всей траектории, совпадает с курсом, определенным по любому ее концевому участку.

Фактически, однако, это не так. Если положить [image: image390.wmf]0
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, то с точки зрения описания реальных траекторий [image: image391.wmf]yc
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 модель (4.22)

 будет практически эквивалентной модели Эрроу-Дебре с коэффициентами участия 
(4.16)

 - 
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Что же касается динамики финансовых величин [image: image393.wmf],
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, то, как оказывается, задача собственника (4.17)

 получаем единственное ограничение задачи 
(4.16)

, из (4.18)

 определяет их весьма неоднозначно. Действительно, исключая знаконеопределенные управления 
с помощью (4.16)

 - 
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в которое не входят промежуточные значения финансовых величин. Полученный результат означает, что в конкурентном равновесии собственнику безразлично хранить ли финансовые резервы в форме сбережений [image: image396.wmf]n

t

F

%

или же в форме акций фирм [image: image397.wmf]n

t

K

P

%

. Особенно наглядным этот результат становится после преобразования модели, которое мы сделаем в следующем разделе. 

Цель проведенной в этом разделе модификации модели состояла в том, чтобы описать это внутренне присущее конкурентному равновесию безразличие в явном виде. Именно явное описание делает модель конкурентного равновесия базой для моделей, описывающих равновесия, отличные от конкурентного. Такое описание можно получить, вводя дополнительные институциональные ограничения на движение финансовых активов. Выбор формы вложений станет тогда для собственника нетривиальным, а результат этого выбора будет существенно влиять на реальную траекторию экономики.

В модели (4.22)

 мы можем, а при анализе концов траекторий и обязаны, рассматривать случай, когда вложения собственников в некоторую фирму 
нулевые 
(4.16)

 - (4.22)

 есть, впрочем, один момент, который не имеет аналогии в модели Эрроу-Дебре. В рамках модели (4.16)

 - 
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В этом случае задача фирмы (4.20)

 получаем единственное ограничение задачи 
(4.19)

, из (4.21)

 не имеет решения. Действительно, исключая знаконеопределенные управления 
с помощью (4.19)

 - 
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Как легко усмотреть из (4.22)

 предварительной.
(4.16)

 - (4.21)

 нет. Именно из-за этой трудности мы назвали формулировку модели (4.19)

 - (4.24)

 величина курса 
ничем не ограничена, и решения у задачи (4.23)

, собственники, исходя из своих задач, всегда устанавливают 
. Поэтому при условии 
Указанную трудность можно преодолеть, если ставить перед фирмой [image: image404.wmf]m
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не задачу на максимум курса [image: image405.wmf]m
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, капитализация"(4.21)

, а задачу на максимум капитализации GOTOBUTTON ZEqnNum296950  \* MERGEFORMAT  (совокупной рыночной стоимости акций)
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При положительных вложениях собственников [image: image407.wmf]nm
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новая задача 4.4.1(4.24)

 новая задача оказывается разрешимой, хотя и вырожденной. Чтобы описать «хорошие» межвременные равновесия, оказывается достаточным отобрать из множества решений этой вырожденной задачи те, которые удовлетворяют достаточным условиям Куна-Таккера с ненулевым множителем Лагранжа при ограничении кредитоспособности 
. Такие решения мы ниже, в разделе (4.21)

, а при условии (4.19)

 - (4.26)

 эквивалентна задаче (4.20)

, (4.19)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum639898  \* MERGEFORMAT , назовем регулярными.

Однако, прежде, чем переходить к окончательным строгим формулировкам, сделаем еще одно на этот раз тождественное преобразование модели. Цель этого преобразования – приблизить переменные, которыми оперирует модель, к величинам, которые наблюдаются в экономике.
4.3 Нормировка цен

4.3.1 Номинальные финансовые показатели

Известно, что в моделях конкурентного равновесия равновесные цены [image: image409.wmf]p

T

%

– это, как правило, двойственные переменные (множители Лагранжа) к балансовому ограничению Утв. 3.3.1.1(3.25)

 (см., например, (3.8)

 в задаче отыскания эффективного состояния  GOTOBUTTON ZEqnNum475689  \* MERGEFORMAT ). Легко, однако, проверить на простых примерах (см. также Утв. 6.4.5.1 ниже), что двойственные переменные в задаче (3.18)

 будут систематически падать со временем независимо от того, как устроено совокупное множество чистых продаж. В то же время, объемы потребления 
на равновесной траектории могут со временем расти. Падение двойственных оценок связано просто с тем, что все потребители ценят то же потребление меньше, если оно получено позже.
(3.25)

 при функциях полезности вида 
Реально цены в экономике не падают, в первую очередь, по-видимому, потому, что они должны давать адекватную скалярную (стоимостную) оценку объемов производства и потребления. В модели межвременного равновесия, где «все всё знают» такую функцию цен воспроизвести нельзя. Остается только волевым порядком привести цены к более или менее постоянным значениям. В результате мы перейдем от переменных «с волной», которые выражают различные финансовые показатели в двойственных оценках, к номинальным финансовым показателям, которые уже можно будет сопоставлять с измеряемыми в экономике величинами.

Выберем произвольную последовательность симплексов [image: image411.wmf]T
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и номинальный брутто-процентxe "процент: номинальный, брутто-"
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Ведем номинальные вложения [image: image422.wmf]nm

K

T
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 и  чистые (номинальные) сбережения собственников и фирм [image: image426.wmf]a
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В дальнейшем указание «номинальные»
 по большей части опускается, а курс фирмы [image: image434.wmf]m
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 обозначается просто [image: image435.wmf]m
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Трактовка процента, как темпа падения двойственных оценок, известна в теории равновесия [41], однако явного систематического описания вытекающей из нее динамики финансовых показателей мы в литературе по межвременным равновесиям не встречали.
4.3.2 Описание поведения агентов в номинальных величинах
В новых обозначениях с учетом поправки 4.2.2(4.26)

 модель, описанная в разделе  GOTOBUTTON ZEqnNum909730  \* MERGEFORMAT , представляется следующим образом. 

Собственникxe "задача потребителя: в модели МРК"   [image: image436.wmf]n
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решает задачу максимизации полезности:
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при заданных курсах [image: image439.wmf]0
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 и брутто-проценте [image: image441.wmf]0
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финансового балансаxe "финансовый баланс: в модели МРК" xe "финансовый баланс: в модели МРК" xe "баланс: финансовый" \t "См. финансовый баланс"
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и кредитоспособности
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Фирмаxe "задача производителя: в модели МРК"  [image: image447.wmf]m
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 решает задачу максимизации своей рыночной стоимости (капитализации):
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при заданных ценах [image: image450.wmf]p
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финансового баланса 
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и кредитоспособности
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Условием равновесия остается условие материального баланса 
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которое теперь должно определить и цены  [image: image459.wmf]p
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, и проценты [image: image460.wmf]0
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4.3.3 Номинальные эффективные траектории

Чтобы окончательно перейти к номинальным величинам, переформулируем определение расширенной эффективной траектории [image: image461.wmf],,
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, (4.28)

. В результате каждой расширенной эффективной траектории будет отвечать последовательность номинальных цен и последовательность процентов
(4.27)

, (3.28)

), их можно взаимно-однозначно спроектировать на симплексы 
по формулам (3.27)

. Поскольку все векторы 
  при 
 ненулевые (см. (3.26)

, (3.29)

, которая характеризуется соотношениями 
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Будем называть номинальной эффективной траекториейxe "траектория: номинальная эффективная " набор
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Из (3.27)

 очевидно следует, что номинальная эффективная траектория полностью определяется соотношениями
(3.26)

, 
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С номинальной эффективной траекторией [image: image472.wmf]q

 естественно связываются две величины: дисконтированная прибыльxe "дисконтированная прибыль: производителя" производителя
 [image: image473.wmf]()
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Причем в силу условий дополняющей нежесткости (4.39)


[image: image479.wmf]()()

mn

mn

ÎÎ

p=c

åå

qq

PH

.  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.40)



Подчеркнем, что номинальные эффективные траектории определяются исключительно моделью реального сектора (3.24)

 и нормировкой цен 
, и не зависят от финансовых показателей: курсов фирм 
, капиталовложений собственников 
и чистых сбережений агентов 
.

4.4 Окончательная формулировка модели межвременного равновесия с капиталом

4.4.1 Регулярные решения вогнутой задачи оптимизации

xe "регулярные решения: вогнутой задачи оптимизации"Как уже говорилось в разделе 4.2.2, мы будем рассматривать в качестве решений задач агентов не любые точки максимума, а в определенном смысле регулярные. Известно, что в моделях экономики двойственные переменные задач оптимизации (множители Лагранжа, векторы Куна-Таккера) обычно имеют содержательный смысл (цен, процентов, курсов). Поэтому случаи, когда решение у задачи оптимизации есть, а двойственных переменных нет, обычно экономической интерпретации не имеют. В связи с этим мы вводим следующее определение. 

Регулярным решением вогнутой задачи оптимизации
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при некоторых [image: image492.wmf]0
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Множество регулярных решений будем обозначать как

[image: image493.wmf](

)

(

)

{

}

Regmax,

0

Î

j=³

x

xAxfgx

X

.

Ограничения, для которых не требуется существование множителей Лагранжа, включаются в описание множества [image: image494.wmf]X

. 

Заметим, что если выделенных ограничений [image: image495.wmf]=
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 нет, то регулярный максимум совпадает с обычным
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4.4.2 Определение равновесия с капиталом.

Назовем моделью межвременного равновесия с капиталом (МРК) набор 
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· последовательности моментов времени [image: image499.wmf],...,
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· набора регулярных ((3.13)

) множеств чистых продаж фирм 
;
(3.11)

 - 
· набора сильно ненасыщаемых (Утв. 3.2.3.1) по каждой временной компоненте потребления функций полезности собственников [image: image501.wmf](
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· начальных значений чистых сбережений агентов [image: image502.wmf]0
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· начальных значений вложений собственников в капитал фирм [image: image504.wmf]0
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· последовательности симплексов [image: image505.wmf]T
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Регулярным межвременным равновесием в модели [image: image507.wmf]M

 xe "равновесие: в модели МРК"назовем набор
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состоящий из

· набора траекторий чистых продаж фирм [image: image509.wmf]y
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; 

· набора траекторий потребления собственников [image: image510.wmf]c

H

T

;

· набора курсов фирм [image: image511.wmf]q

P

;
· набора траекторий чистых -сбережений агентов [image: image512.wmf]+

F

PH

T

;

· набора траекторий вложений собственников в капитал фирм [image: image513.wmf]K

HP

T

;

· траектории цен [image: image514.wmf]p

T

;

· траектории брутто-процента [image: image515.wmf]r

T

;

таких, что
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(задача собственника [image: image517.wmf]n
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(задача фирмы [image: image519.wmf]m
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(условия равновесия).

Обратим внимание, что задача фирмы требует существования решения на незамкнутом множестве [image: image524.wmf]m
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q>

, а условия равновесия требуют строгой положительности процента и ненулевых цен на каждом периоде времени. 

Требование строгой положительности, а не просто неотрицательности курсов представляет собой тоже некоторое условие регулярности равновесия. Читатель, которому не понравится такое «нарушение суверенных прав агента» выбирать подконтрольные величины из максимально широкого диапазона, может легко проверить, что все приводимые ниже построения фактически проходят и при допущении нулевых курсов, но требуют всегда рассматривать случай [image: image525.wmf]m
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q=

отдельно. Автор же считает возможность игнорировать крайние значения экономически осмысленных величин благом не только для исследователя, но и для реального субъекта экономики. 

Глава 5 Анализ модели межвременного равновесия с капиталом 

5.1 Характерные свойства равновесных тракторий

5.1.1 Расшифровка условий регулярной оптимальности

Прежде, (4.41)

 требуют существования двойственных переменных 
, для которых выполняются условия максимальности лагранжианов, условия дополняющей нежесткости для ограничения кредитоспособности и финансовые балансы, которые для дальнейшего удобно переписать в «интегральной» форме. Именно:
(4.47)

 по определению регулярного решения (4.46)

 и фирмы 
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(то же, что финансовый баланс собственника (4.31)

),
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(то же, что финансовый баланс фирмы (4.34)

).

Варьируя лагранжианы [image: image542.wmf]a

L

, (5.6)

 по знаконеопределенным переменным 
, получаем, что 
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Заметим, что в рамках данной главы можно было бы существенно упростить условия регулярности. Во-первых, двойственные переменные [image: image546.wmf]+
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к балансовым ограничениям 46(4.35)

 существуют всегда, когда эти задачи разрешимы [(4.33)

 - (4.32)

 и (4.30)

 - (4.34)

 в задачах агентов (4.31)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum634105  \* MERGEFORMAT ]. Во-вторых, переменные [image: image547.wmf]a
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T

 можно исключить и требовать регулярности задач агентов относительно неравенств, которые получаются из (4.29)

 реальных переменных на номинальные.
(4.27)

 - (4.25)

 заменой (4.23)

, 
Наша цель, однако, не в том, чтобы дать самое простое описание межвременного равновесия, а в том, чтобы описать это равновесие в форме наиболее близкой к форме моделей системного анализа развивающейся экономики. Именно для этого мы перешли от реальных величин к номинальным, чем уже усложнили модель с математической точки зрения. В построениях Части III существенную роль будут играть величины, подобные двойственным переменным [image: image548.wmf]+
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. Поэтому мы сформулировали определение равновесия так, чтобы эти величины появились в модели как можно раньше.

5.1.2 Закон Вальраса, максимизация дисконтированной прибыли и другие свойства равновесия

Утв. 5.1.2.1 Закон Вальраса для модели межвременного равновесия с капиталом

Если [image: image549.wmf]m

межвременное xe "закон Вальраса: в модели МРК"равновесие (4.43)

, то 
(4.45)

 в модели [image: image550.wmf]M


i. Терминальные ограничения (4.35)

 активны(4.32)
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ii. Капиталы в конце обнуляются
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iii. Каждая фирма максимизирует свою дисконтированную прибыль
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iv. Выполнен закон Вальраса
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v. Долги и сбережения сбалансированы в каждый момент времени
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Доказательство. Из (5.12)

. 
(5.10)

 дает (5.2)

 по неотрицательным переменным 
c учетом неравенства (5.11)

. Максимизация лагранжиана (5.7)

 сразу следует (5.3)

, 
Подставляя (5.6)

, получаем, что
(5.9)

 в (5.12)

 вместе с 
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в силу постулированной регулярности решения задачи фирмы [image: image563.wmf]m
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 (см. (5.13)

. 
(5.10)

). Поэтому из полученного выражения следует 
Складывая все равенства (5.12)

 получаем
(5.11)

, (5.8)

 и учитывая (5.4)
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При [image: image565.wmf]t0

=

левая часть этого равенства обращается в 0, а в правой части в силу материального баланса (5.15)

(5.16)

 следует (5.14)

, (5.14)

. Из (4.49)

 каждое слагаемое под суммой не положительно. Значит каждое слагаемое равно 0, т.е. выполнено 
( 

Закон Вальраса в форме (4.44)

 необходимо для существования равновесия.
(5.14)

 в равновесии. Тогда получилось бы, что условие баланса (4.44)

 потребовать выполнения (5.14)

 представляет собой другую форму утверждения о замкнутости финансовых потоков. Содержательно он означает, что в равновесии, которое трактуется, как фактически реализующаяся траектория развития экономики, доходы продавцов 
 равны расходам покупателей 
. Можно было бы вместо условия баланса начальных долгов и сбережений 
 В рамках модели справедливо, однако, и другое, в некотором смысле более сильное, утверждение. Если даже взять неравновесные цены [image: image568.wmf][
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или, как говорят экономисты, стоимость избыточного предложения неотрицательна. 

Подобное неравенство на функции предложения [image: image570.wmf](
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и спроса [image: image571.wmf](
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получается во всех известных нам моделях равновесия. Вопрос о том, имеет ли оно какое-либо отношение к реальности, экономисты дискутируют уже около 150 лет [47]. Этот вопрос интересен, например, потому, что, наложив некоторые условия регулярности на функции спроса и предложения, из одного неравенства 37(5.17)

 можно сделать заключение о существовании равновесных цен независимо от того, какие задачи решали агенты и решали ли они их вообще (лемма Гейла, [ GOTOBUTTON ZEqnNum370180  \* MERGEFORMAT ]). 

Эмпирически проверить неравенство 38(5.17)

 может и не выполняться. Это неравенство выводится (за исключением модели чистого обмена [(5.14)


. Наша точка зрения состоит в том, что реально неравенство (5.17)

 не представляется возможным, поскольку оно относится именно к совокупным спросу и предложению, а их пока мы наблюдаем только, когда они реализовались, т.е. при ценах, удовлетворяющих  GOTOBUTTON ZEqnNum409470  \* MERGEFORMAT ]) только благодаря некоторой искусственной асимметрии описания взаимодействий агентов, которая сохраняется и в нашей модели. С точки зрения канонической формы модели (см. 2.4.1) собственник и фирма участвуют в двух взаимодействиях: рынке продуктов и передаче дивидендов. Описание первого взаимодействия содержит параметры – цены, позволяющие анализировать случаи рассогласования ожиданий агентов. Описание же передачи дивидендов такого параметра не содержит – ожидания в этом взаимодействии тождественно совпадают с фактическими потоками.
5.1.3 Особые начальные состояния фирм

Мы выделили регулярные решения для того, чтобы на общих основаниях рассматривать особый случай фирмы, в которую собственники не вложили капитал: [image: image572.wmf]nm
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решением задачи Утв. 5.1.2.1(5.12)

 служат любые допустимые значения 
, регулярными среди них в силу (4.35)

 в равновесии в силу (4.33)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum453262  \* MERGEFORMAT  будут только те, на которых достигается максимум дисконтированной прибыли фирмы (5.13)
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Полагая в (5.13)

, получаем, что
(5.11)

 - (5.8)

 
 и учитывая 
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Таким образом, фирма без вложений имеет начальную задолженность [image: image580.wmf]m
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, которую она в равновесии только-только гасит к концу процесса за счет своей прибыли. Можно даже рассмотреть случай, когда ни в одну фирму нет вложений, причем не только в начальный, но и во все периоды [image: image581.wmf],
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. Как мы увидим ниже, такие равновесия не только существуют, но и реализуют (при подходящих [image: image582.wmf]0
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) любую сильно эффективную траекторию. 

Эти равновесия вызывают у автора ассоциацию с гипотетическим строем «рыночного социализма». Предприятия [image: image583.wmf]m
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 в этой системе получают жесткий финансовый план в форме начальных долгов [image: image584.wmf]m

0

0

-F>

. Они должны выполнить этот план за счет продажи продукции на рынке. Граждане [image: image585.wmf]n
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 получают пособия
 [image: image586.wmf]n
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 в форме вкладов под процент [image: image587.wmf]r
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, которыми они могут распоряжаться по своему усмотрению. Планы предприятий и пособия граждан строго сбалансированы между собой (4.44)

.

Предыдущие рассуждения молчаливо предполагали, что максимальная дисконтированная прибыль фирм в равновесии положительна. Но фактически все эти рассуждения остаются в силе, если [image: image588.wmf](
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. В отличие от модели Эрроу-Дебре рассматриваемая модель межвременного равновесия с капиталом допускает существование убыточных фирм в равновесии. Впрочем, все фирмы в равновесии не могут быть убыточными. Это противоречило бы условию продуктивности экономики (3.12)

.

Для убыточной фирмы из (5.13)

 получаем
(5.8)
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Таким образом, убыточная фирма должна иметь начальные сбережения [image: image590.wmf]m
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F>

. Их можно трактовать как дотации, полученные этой фирмой за счет уменьшения сбережений других агентов. Соотношение (5.19)

 означает, что первичная дотация, с учетом начисляемых на нее процентов, частично расходуется на покрытие убытков, а частично на выплату дивидендов собственников. Явление, увы, нередкое при дотировании предприятий в рыночных условиях.

Разумеется, в рамках модели конкурентного равновесия невозможно описать механизм дотаций. Важно, однако, что в модели появляются величины, позволяющие обсуждать это явление. Следует иметь в виду, что описание множества покупок и продаж фирмы [image: image591.wmf]m
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учитывает не только необходимость текущих затрат, но и возможность капитальных затрат (см. ниже раздел 6.4), убыточные фирмы можно трактовать, как реализацию проектов, прибыль от которых не покрывает капитальные затраты. Такие проекты, например, развития инфраструктуры, были обычны в практике капиталистических государств в XX в. 

В современных российских условиях убыточными фирмами могут оказаться предприятия с большими постоянными издержками, построенные в советское время в расчете на то, что они всегда будут работать с полной загрузкой. В рыночных условиях такие предприятия не следует строить, но раз уж они построены, их может оказаться выгодно использовать при условии дотирования [48]. 

Наконец, интерес представляет и случай, когда фирма вообще ничего не производит [image: image592.wmf]{
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 получаем, что
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Фирму без производства можно интерпретировать как банкxe "банк: в модели МРК", в котором собственники за счет первоначальных вложений капитала [image: image594.wmf]m
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 создали денежный фонд [image: image595.wmf]m
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. Эти деньги банк затем одалживает под проценты [image: image596.wmf][
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и за счет доходов выплачивает собственникам дивиденды.

В рассматриваемом идеальном равновесии роль банка несущественна. Все активы имеют одну и ту же доходность [image: image597.wmf][

]
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, и собственникам безразлично, куда вкладывать капитал. В этих условиях теряет смысл основная функция банковской системы – трансформация одних активов в другие. Важно опять-таки лишь то, что модель содержит «зародыш» описания банка, из которого при отходе от условий совершенной конкуренции можно «вырастить» полноценную модель банковской системы.

5.2 Эффективность и существование межвременного равновесия

5.2.1 Сильная эффективность регулярных равновесий

При анализе модели равновесия традиционно рассматриваются три вопроса. 

Теорема существованияxe "теорема существования": при каких сочетаниях параметров модели можно гарантировать существование равновесия? 

Первая теорема теории благосостоянияxe "первая теорема теории благосостояния": при каких сочетаниях параметров равновесия оказываются эффективными (парето-оптимальными)? 

Вторая теорема благосостоянияxe "вторая теорема теории благосостояния": какие из эффективных траекторий можно реализовать, изменяя параметры модели, определяющие распределение доходов или богатства между агентами. 

Напомним, что первая теорема благосостояния служит теоретической основой либеральной доктрины, поскольку эта теорема утверждает, что распределения благ лучшего для всех потребителей, чем то распределение, которое дает конкурентный рынок при данных технологических возможностях, получить нельзя. Вторая же теорема благосостояния важна для социал-демократической доктрины, поскольку эта теорема утверждает, что эффективность рыночного механизма в принципе не должна нарушаться никаким вторичным перераспределением благ: например, дотированием бедных потребителей за счет налогов на богатых. 
В модели межвременного равновесия с капиталом, которую мы здесь рассматриваем, на вопросы о существовании и эффективности равновесий удается дать простые и исчерпывающие ответы, поскольку в этой модели множество траекторий регулярных равновесий точно совпадает с множеством сильно эффективных состояний. Более того, удается точно описать множество равновесий, траектории которых совпадают с данной сильно эффективной траекторий. 

Простое соотношение между равновесием и эффективностью возникает в нашей модели потому, что, во-первых, мы с самого начала ограничились регулярным описанием реального сектора (разделы 3.2.2, 3.2.3) и регулярными равновесиями (раздел 4.4.1), во-вторых, выделили среди парето-оптимальных траекторий сильно эффективные (раздел 3.2.4) и, в-третьих, ввели в модель много параметров: начальные значения капиталовложений и чистых сбережений (раздел 4.3.2).

 Все время, пока будет обсуждаться эффективность равновесий, считаются фиксированными последовательность моментов времени [image: image598.wmf]T

, набор регулярных множеств чистых продаж [image: image599.wmf]P
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, набор сильно ненасыщаемых функций полезности [image: image600.wmf]w
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 (регулярная модель реального сектора) и последовательность симплексов [image: image601.wmf]T

S

, нормирующих цены. В этих условиях модели (4.43)

 отличаются друг от друга только начальными значениями чистых задолженностей агентов и капиталовложений собственников. Чтобы подчеркнуть, это будем писать 
.

В силу первая теорема теории благосостояния: в модели МРК"(4.37)

. Множество номинальных эффективных траекторий 
 для всех моделей 
 одно и то же. (3.25)

 все эти модели имеют одно и то же множество сильно эффективных траекторий 
. Каждой траектории из 
 отвечает, по крайней мере, одна номинальная эффективная траектория 
,    GOTOBUTTON ZEqnNum403517  \* MERGEFORMAT 
Утв. 5.2.1.1 Первая теорема теории благосостояния для модели межвременного равновесия с капиталом
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номинальная эффективная траектория [image: image611.wmf]Î
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Доказательство. Подставляя (5.1)

(5.12)

, получаем из (5.2)

 и учитывая (5.10)

 в 
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Положим
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Складывая равенства (5.12)

, получаем
(5.11)

, (5.8)

 по 
 при 
 и, учитывая 
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Последний член в (4.39)

. Таким образом, 
. 
(5.14)

 и материальный баланс, то для 
 выполнены и условия дополняющей нежесткости (4.38)

. А поскольку в равновесии выполнены закон Вальраса (5.20)

, удовлетворяет условию эффективности (5.22)

 получится, что номинальная траектория 
, (5.13)

, а 
, то из (5.23)

. Если еще учесть, что 
 максимизирует дисконтированную прибыль, (5.22)

 можно выразить из 
Полагая теперь [image: image630.wmf][
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 соотношение (5.4)

, (5.12)

, получаем из (5.11)
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5.2.2 Существование регулярных равновесий и перераспределение сбережений

Утв. 5.2.1.1 показывает, что выполнение соотношений теорема существования: в модели МРК"(5.21)

 выполнены, то в модели 
 существует много регулярных равновесий. Все они реализуют одну и ту же номинальную эффективную траекторию 
, но отличаются динамикой капиталовложений 
 и чистых сбережений 
.(5.21)

 при некоторых 
 и 
 необходимо для того, чтобы в модели 
 существовало регулярное равновесие. Оказывается, что этих соотношений и достаточно. Если  GOTOBUTTON ZEqnNum718009  \* MERGEFORMAT 
Утв. 5.2.2.1 Теорема существования для модели межвременного равновесия с капиталом 
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такое, что 
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, «подозрительный» на равновесие. Во-первых, положим
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для тех [image: image656.wmf]0
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В силу условий дополняющей нежесткости (5.8)

. Начнем со второй группы условий, описывающей задачу фирмы 
.
(5.5)

 - (5.4)

 и (5.1)

 - (4.47)

, или, в развернутой форме, (4.46)

 и (4.49)

. Осталось проверить условия (4.48)

, (5.25)

 удовлетворяют условиям равновесия (4.39)

 для номинальной эффективной траектории 
, величины 
Условия (5.25)

 следует, что
(4.38)

 и (5.27)

. Из определения номинальной эффективной траектории (5.7)

 при любом 
 выполнены в силу (5.8)

 и 
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Определив двойственные переменные [image: image673.wmf]m
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мы при любом [image: image675.wmf]m
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 в виде
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К функционалу оптимизационной задачи всегда можно прибавить постоянную, поэтому 

[image: image677.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

[

]

,

,Argmax

T1

mnmmmnmmm

0t0t1t1t

mt1m

mmmmmmmmmm

tttTTTT

t

mmmnm

000

m

mm

m

y

ypy

-

++

Î=Î

Î

Î

Î

F

ìü

æö

ïï

qK+F-qKrx-x+

ç÷

ïï

èø

ïï

ïï

FÎ+x+Q-xF+xqR+

íý

ïï

ïï

æö

+xF-qK

ïï

ç÷

ïï

èø

îþ

ååå

å

å

mmmm

mmmm

m

PP

m

TT

T

P

T

T

Y


Теперь выберем [image: image678.wmf]m
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Эта задача совпадает с (4.47)

.
(5.6)

, поэтому для построенного набора величин 
выполнено условие равновесия (5.5)

, 
Теперь обратимся к задаче (4.38)

 следует, что
(5.25)

 из (5.26)

. Для величин (5.3)

 при любом 
 выполнены в силу (5.4)

 и (5.4)

 собственника 
. Условия (5.1)

 - 
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где [image: image686.wmf]()
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. Заметим, что этот переход возможен только для сильно эффективных траекторий.

Как и выше, определение двойственных переменных [image: image687.wmf]m

t

x

 в виде

[image: image688.wmf][

]

[

]

[

]

,

n

T

nnnnnn

0

tst1t1tT

tn

st1

s

s1

1

0

++

=+

=

x

x=Qr=Þrx-x=x=Q=

l

r

Õ

Õ

mm

m

,

позволяет включить в число переменных максимизации чистых сбережения
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От переменных [image: image690.wmf][
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Поэтому задачу (5.30)

 можно переписать в виде
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Прибавив к функционалу постоянную [image: image695.wmf][
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, получим условие максимизации (5.2)

. Утверждение доказано. 
(5.1)

 лагранжиана 
(
Из доказанного утверждения очевидно следует существование равновесий в некоторых моделях  [image: image696.wmf](
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. Вместе с предыдущим утверждением (Утв. 5.2.1.1), Утв. 5.2.2.1 позволяет даже полностью описать множество таких моделей. Действительно, зафиксировав любую номинальную эффективную траекторию [image: image697.wmf]Î
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 в пространстве начальных значений, каждой точке которого 
 отвечает модель 
, в которой регулярное равновесие есть. Обозначим это множество моделей через 
. Согласно  GOTOBUTTON ZEqnNum811767  \* MERGEFORMAT , всякая модель, в которой есть равновесие, принадлежит одному из множеств [image: image702.wmf](
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есть множество всех моделей, в которых есть равновесие.

Конечно, установить по найденному критерию факт существования равновесия для конкретных начальных условий [image: image704.wmf],
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 весьма затруднительно, поэтому было бы безусловно полезно и интересно получить какие-то эффективные оценки множества [image: image705.wmf]K
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. Однако не следует и преувеличивать значение возможности установить существование равновесия для данных [image: image706.wmf],
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. При идентификации модели экономики мы обычно не знаем большинства начальных условий. Например, если общая сумма задолженности публикуется в банковских отчетах, то ее распределение по субъектам, даже укрупненным, составляет коммерческую тайну. Поэтому фактически начальные условия подбираются наравне с параметрами, которые задают модель реального сектора.

В заключение рассмотрим аналог второй теоремы теории благосостоянияxe "вторая теорема теории благосостояния: в модели МРК". Если мы зафиксируем в соотношении (5.21)

 мы получим новый набор чистых сбережений 
такой, что при начальных значениях 
 в равновесии реализуется траектория 
. Поскольку и исходные и новые чистые сбережения в сумме равны 0, переход от одного набора сбережений к другому можно трактовать как перераспределение чистых сбережений: Либо одни агенты погасят долги других за счет своих сбережений, либо, напротив, какие-то агенты «залезут в долги», чтобы увеличить сбережения остальных. 
(5.21)

 
 и 
 и заменим исходную номинальную эффективную траекторию 
 другой 
, 
, то из 
Специфика таких перераспределений в рассматриваемой модели состоит в том, что в этом процессе участвуют не только собственники, но и фирмы. В частности, как уже говорилось выше при обсуждении «рыночного социализма», из (5.21)

 следует, что все сильно эффективные траектории можно реализовать при 
 . В этом случае 
, а 
.

Еще раз подчеркнем, что множественность равновесий при данных начальных условиях мы рассматриваем не как дефект модели, а как достоинство. Поле безразличия в выборе собственников, возникающее в условиях идеального рынка, с нашей точки зрения может служить «зародышем» описания реальных финансовых рынков.
5.3 Межвременное равновесие как равновесие по Нэшу

5.3.1 Вариационный принцип для информационных переменных
Здесь мы рассмотрим другое эквивалентное определение регулярного равновесия. Оно настолько привлекает своей симметрией и естественной интерпретацией, что сначала автор планировал сделать его исходным пунктом построения модели. К сожалению, интерпретацию этого определения не удается провести настолько далеко, насколько хотелось бы, поэтому мы выше пошли традиционным путем. Тем не менее, альтернативное определение равновесия заслуживает обсуждения.

Модели в канонической форме (2.4.1) и, в частности, модели конкурентного равновесия, не укладываются в ясную схему описания конфликта субъектов, рассматриваемую в теории игр. В теоретико-игровых моделях все переменные являются управлениями участников конфликта, а в моделях равновесия цены устанавливаются «невидимой рукой» рынка. Возникает вопрос, нельзя ли переформулировать модель равновесия так, чтобы цены оказались управлением какого-то участника игры? Насколько нам известно, предложен единственный, причем весьма нетривиальный способ превратить равновесие в некооперативное решение игры. Он известен давно (см., например, [49]), но почему-то редко излагается при описании моделей равновесия. Знаменательно, что этот результат теории равновесия тесно связан с глубокой теоремой о седловой точке лагранжиана.

В рамках рассматриваемой модели межвременного равновесия с капиталом переход к игровой формулировке имеет свою специфику. Нужные соотношения можно сразу получить из (4.48)

, однако такой вывод покажется произвольным математическим трюком. 
(4.49)

, (5.15)

, (5.14)

, 
Суть дела проясняет подход, предложенный С.В. Чукановым. Этим подходом мы здесь и воспользуемся. 
Пусть [image: image718.wmf](
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. Тогда согласно  GOTOBUTTON ZEqnNum883651  \* MERGEFORMAT 
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расширенная эффективная траектория 46(3.29)

. Известно, [ GOTOBUTTON ZEqnNum655749  \* MERGEFORMAT ], что условие дополняющей нежесткости (3.27)

 в определении двойственной переменой 
 можно заменить условием седловой точки лагранжиана. Поэтому
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Согласно Утв. 3.2.4.1 [image: image723.wmf][
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Собственно, поставленная цель достигнута. Информационные переменные описаны как решения оптимизационной задачи. Однако хотелось бы «расцепить» оптимизацию по [image: image735.wmf]p
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 в соответствии с естественным представлением о том, что цены и процент устанавливаются на разных рынках: товарном и финансовом. 

5.3.2 Агенты-посредники
Задача, определяющая цены, получается просто и естественно. При заданных равновесных значениях [image: image737.wmf][
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представляет собой дисконтированную прибыль торгового посредникаxe "дисконтированная прибыль: торгового посредника" (торговца), который в каждом периоде [image: image739.wmf]t

 скупает у производителей весь продукт [image: image740.wmf][
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 и продает его всем потребителям (без наценки). Торговец максимизирует свою дисконтированную прибыль, устанавливая цены продуктов. При этом он не знает, как зависят от цен спрос и предложение, а просто наблюдает их значения. Ясно, что при прочих равных условиях торговцу будет выгодно повышать цену при дефиците продукта (когда спрос больше предложения) и понижать цену при избытке. 

В равновесии в силу (5.31)

 
, что согласуется с представлением экономической теории о том, что в условиях совершенной конкуренции прибыль чистых
 посредников должна быть нулевой.
(5.14)

, 
Заметим, что соотношение [image: image742.wmf]max()
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 можно интерпретировать, как предельный случай модели ценообразования по Бертрану [50]. В этой модели рассматривается множество торговцев, каждый из которых назначает свою цену, стремясь максимизировать свою прибыль. Потребители же стремятся найти торговца, предлагающего минимальную цену. У этой схемы много конкретных реализаций, отличающихся описанием того, как потребители ищут торговца, как они реагируют на возможный дефицит продукта у данного торговца и того, где и как торговцы приобретают продукт для продажи. Исследование одной из таких моделей в [50] показало, что коллективное поведение агентов в указанных условиях может быть весьма нетривиальным. Если же в этой модели пренебречь затратами времени на поиск продукта, то установится равновесие с одинаковой ценой и нулевой прибылью у всех торговцев.

Общую нормировку цен [image: image743.wmf]t

p

Î

S

 можно, несколько вольно, интерпретировать как следствие ограниченности ликвидных средств (денежной массы) на руках у покупателей. Продолжая эту интерпретацию, можно связать условие [image: image744.wmf]t
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 с деятельностью особого регулирующего органа – Центрального банкаxe "Центральный банк". 
Сложнее обстоит дело с выделением задачи, определяющей процент. По сути дела процент должен задаваться так, чтобы сбалансировать спрос на кредиты с предложением сбережений, т.е. обеспечить равенство [image: image745.wmf]a
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. Однако в это равенство процент явно не входит. Его можно ввести туда разными способами, но все они, к сожалению, выглядят как «подгонка под ответ». Мы выбрали тот, который одновременно вскрывает еще одно свойство модели. 

Складывая финансовые балансы (5.8)

 всех собственников и фирм и деля результат на 
, получаем тождество(5.4)

, 
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верное на всех допустимых для агентов траекториях (не обязательно оптимальных и не обязательно реализуемых с точки зрения материального баланса). Из равенств (5.32)

 для последовательных периодов  
, 
 можно выразить величину 
. Складывая получившиеся выражения по всем 
 и перенося все члены влево, получаем тождество
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опять-таки верное на любой допустимой траектории. Первый член здесь – это уже знакомая дисконтированная прибыль торговцев, а второй
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можно интерпретировать как дисконтированную прибыль финансовых посредниковxe "дисконтированная прибыль: финансового посредника".

В самом деле, предположим, что все сбережения
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 агенты передают некоему посреднику, и этот посредник выдает все кредиты [image: image757.wmf]a
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.  При этом в принципе он может накапливать или расходовать некие не описанные явно собственные средства. В конце периода посредник получает с должников выданную сумму с процентом [image: image758.wmf]a
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 (условия совершенной конкуренции). Прирост собственных средств (прибыль) посредника в этом случае, как легко подсчитать, составит величину [image: image760.wmf]aa
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 он сбережений не возвращает и долгов не требует. Так что  [image: image762.wmf]()
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 – это действительно дисконтированная прибыль финансового посредника.

Тождество (5.33)

 показывает, что 
. Мы, однако, это обстоятельство игнорируем. Поскольку в равновесии 
, величина 
 при равновесных значениях чистых сбережений фактически не зависит от 
, мы имеем право формально написать, что
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Подчеркнем, что максимум здесь вычисляется по открытому множеству.

Для единообразия будем вместо «[image: image768.wmf]Argmax

» писать «[image: image769.wmf]Regmax

»  без выделенных ограничений (4.42)

. Тогда итог изложенных рассуждений состоит в том, что равновесная траектория 
 удовлетворяет соотношениям
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Утв. 5.3.2.1 Об альтернативном определении равновесия

Соотношения (4.43)

.
(4.45)

 в модели 
 (5.37)

 необходимы и достаточны для того, чтобы набор 
 был регулярным равновесием (5.34)

 - 
(
Доказательство. Необходимость уже была доказана при выводе (4.49)

 
(5.37)

 следует соотношение материального баланса (5.36)

, (5.37)

. Достаточность будет доказана, если будет установлено, что из (5.34)

 - 
Но из (5.36)

 следует, что
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Пусть набор [image: image779.wmf]m

 удовлетворяет (4.34)

 следует, что 
(4.31)

, (5.37)

 величина 
 не входит вовсе, величина 
 входит только в слагаемое 
. Очевидно, что это слагаемое может достигать максимума по 
, только если 
. Продолжая эти рассуждения для 
, получаем, что 
,  
. Из этого соотношения и финансовых балансов (5.35)

 
 для всех 
. Но тогда в функционал задачи (5.34)

, (5.37)

. В силу определения регулярных решений (5.34)

 - 
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Но из (5.36)

 следует, что
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Ясно, что соотношения (5.39)

 не могут быть совместны, если вектор избыточного спроса 
имеет хотя бы одну положительную компоненту.
(5.38)

 и 
(
Заметим, что определение равновесия (4.49)

 закон Вальраса в форме 
 или 
 при 
.(4.48)

, (4.45)

, надо добавить к условиям равновесия (5.37)

 не существует. Чтобы подобным образом включить в рассмотрение несбалансированный случай в рамках исходного определения (5.34)

 - (5.37)

 следует, что если такого баланса нет, равновесия в смысле (5.34)

 - (4.44)

. Из условий (4.43)

. Именно, можно не требовать заранее баланса долгов и сбережений в начале процесса (5.37)

 формально может быть применено к классу моделей более широкому, чем (5.34)

 - 
5.3.3 Конкурентное равновесие как некооперативное решение игры между агентами.

Соотношения 25(5.37)

 естественно интерпретируются как описание некооперативного решения (точки Нэша, равновесия по Нэшу [(5.34)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum747401  \* MERGEFORMAT ]) игры, участниками которой являются агенты [image: image796.wmf]{
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. Точка Нэша определяется как набор управлений игроков, при котором каждый игрок достигает максимума своей функции цели при условии, что остальные игроки не изменяют своих управлений. В данном случае 

· собственники [image: image797.wmf]a

Î

H

 максимизируют полезность своего потребления, распоряжаясь потреблением, чистыми сбережениями и капиталовложениями при заданных ценах, курсах и проценте;
· фирмы [image: image798.wmf]a

Î

P

 максимизируют свою дисконтированную прибыль, распоряжаясь чистыми продажами и чистыми сбережениями при заданных ценах, проценте и программе капиталовложений;

· торговый посредник [image: image799.wmf]a

=t

 максимизирует свою дисконтированную прибыль, распоряжаясь ценами (нормированными) при заданных спросе и предложении продуктов и заданном проценте.
· финансовый посредник [image: image800.wmf]a

=j

 максимизирует свою дисконтированную прибыль, распоряжаясь процентом при заданных спросе на кредиты и предложении сбережений.
Таким образом, все переменные модели оказываются управлениями агентов, причем поддержание равновесия формально не требует от них явной договоренности. 

Самое привлекательное в данной трактовке равновесия, конечно, то, что в модели, в связи с необходимостью исполнения посреднических функций, «сами» возникли агенты  [image: image801.wmf]t

 и [image: image802.wmf]j

, которые и исполняют соответствующие роли. Можно даже заметить намек на необходимость некоего регулирующего органа (центрального банка), отвечающего за соотношение [image: image803.wmf]p
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. 

Отсутствующее в модели государство можно ввести как производителя общественных благ, таких как «порядок», «безопасность», «справедливость» и т. п. В отличие от благ из списка [image: image804.wmf]M

, общественные блага не делятся между потребителями. Каждый потребитель пользуется всем объемом произведенного общественного блага, а оплачивают его потребители вскладчину. Предварительные результаты показывают, что в некоторых вариантах модели с общественными благами в равновесии фактически функционирует только один производитель данного общественного блага, а платежи потребителей оказываются связанными не с полезностью, а доходами (как налоги).

Таким образом, в конкурентном равновесии возникает полный набор агентов, которые обычно рассматриваются в моделях замкнутой рыночной экономики, причем описание проведения и само определение агентов-посредников выводится с необходимостью из описания взаимодействия остальных агентов.

К сожалению, эту замечательную конструкцию не удается развить дальше. Уже выделение финансового посредника в разделе 5.3.2 было неким «насилием» над моделью. Все же попытки сделать чистых посредников [image: image805.wmf]t

 и [image: image806.wmf]j

 «нечистыми», т.е. дать им возможность создавать и распределять ненулевую прибыль, немедленно превращают [image: image807.wmf]t

 и [image: image808.wmf]j

 в разновидность фирм, «на стыке» которых с другими агентами рождаются новые чистые посредники. Эти трудности можно проиллюстрировать на следующем примере. Мы могли бы попытаться с самого начала не вводить производителей, а определить их как агентов, выполняющих функцию максимизации по [image: image809.wmf]m
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 в задаче (3.26)

. Однако в этом случае мы немедленно столкнулись бы с вопросом, как поддерживать дележ произведенного продукта, соответствующий данным 
, без прямой договоренности между всеми потребителями
.

По этим причинам, мы с сожалением оставляем соотношения 5.1.3(5.37)

 как забавный казус. В частности, прообразом банков в конкурентном равновесии мы считаем не финансового посредника 
, а фирму без производства, обсуждавшуюся в разделе (5.34)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum747401  \* MERGEFORMAT . 

5.4 Инвариантность межвременного равновесия
5.4.1 Преемственность равновесий

Наконец, мы можем показать, что определение межвременного равновесия с капиталом позволяет дать подлинно динамическое описание экономики в том смысле, что конец равновесной траектории оказывается равновесием в экономике, которая описывает возможности выбора, остающиеся у агентов после того, как начало траектории зафиксировано. Это свойство мы назвали преемственностьюxe "преемственность равновесия" равновесий. Поскольку здесь, в отличие от предыдущего раздела, изучается одно и то же равновесие в разных моделях, мы говорим об инвариантности равновесий. 

Чтобы обсуждать вопрос преемственности, надо описать возможности и критерии выбора, которые остаются у агентов после того, как они реализовали начальный отрезок равновесной траектории на периоде [image: image812.wmf],...,
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Пусть задана регулярная модель (4.43)

 
 и регулярное равновесие 
. Описывать возможности агентов после реализации начального отрезка 
 равновесной траектории следует, разумеется, особой моделью 
. 
В качестве начальных значений чистых сбережений и капиталовложений в модели естественно взять те значения, которые реализовались на равновесной траектории к концу периода [image: image822.wmf]s
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Сложнее обстоит дело с допустимыми множествами чистых продаж для конца траектории [image: image829.wmf]s
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. Исходное описание возможностей производителя [image: image830.wmf]m
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 с помощью множества [image: image831.wmf]m
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 не определяет однозначно альтернативы, которые остаются у производителя после того, как он реализовал начальный отрезок последовательности чистых продаж [image: image832.wmf][
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. Естественно, что он может реализовать оставшуюся часть плана [image: image833.wmf][
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 и не может реализовать ничего, выходящего за пределы сечения множества чистых продаж 
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Однако все это сечение не обязательно реализуемо. Кроме решений о чистых продажах производитель в периоды, как правило, принимает решения о капиталовложениях (см. 6.4), которые могут исключить возможность будущих продаж, содержащуюся в (5.40)

. Более того, в равновесии эти решения не обязательно единственны, так что множества оставшихся альтернатив, вообще говоря, не обязательно определяются однозначно равновесной траекторией. 

В связи с этим будем считать допустимым описанием возможностей агентов относительно конца траектории [image: image835.wmf]m

 любую модель вида
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где
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)

[

]

(

)

|||

,

nnn

ssss

ccc

w=w

m

TTT

tt

,  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5.42)



а [image: image838.wmf]s
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– любой набор множеств, удовлетворяющих условиям
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Подчеркнем, что относительно множеств [image: image841.wmf]s
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 мы не предполагаем ничего, кроме (3.12)

 в исходной модели 
 могло обеспечиваться наличием положительных начальных запасов продуктов. Тогда множества 
 не будут продуктивными для тех начальных отрезков, на которых запасы были использованы.
(5.43)

. Не требуется даже, чтобы они были выпуклы и замкнуты, и тем более, чтобы они были продуктивны в совокупности. Например, свойство продуктивности 
Таким образом, для данных [image: image844.wmf]m

 и [image: image845.wmf]s
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 моделей [image: image846.wmf]s

M

 много, и они, вообще говоря, не регулярны. Тем не менее, верно следующее утверждение.
Утв. 5.4.1.1 О преемственности равновесий

Пусть [image: image847.wmf](

)

,,,,,,

0

ycp

+

==qFKr

mmM

PHPPHHP

TTTTTT

– регулярное равновесие (4.43)

. Тогда
(4.43)

 
, (4.45)

 в модели 
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регулярное равновесие в любой модели [image: image850.wmf]s

M

вида (5.43)

.
(5.41)

 - 
(
Доказательство. Условия равновесия (4.49)

 для 
, очевидно, выполняются.
(4.48)

, 
Проверим условие (5.2)

 при значениях двойственных переменных, соответствующих исходному равновесию 
(4.46)

. Рассмотрим лагранжиан собственника 
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Этот лагранжиан достигает максимума в точке [image: image855.wmf][],[],[]
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Из (5.44)

 следует, что
(5.4)

, 
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Подставляя это выражение в (5.45)

, получаем 
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В силу (4.46)

.
(5.4)

. Таким образом, для конца равновесной траектории выполнено условие равновесия (5.2)

 задачи собственника для модели 
. Условия дополняющей нежесткости тоже выполнены, поскольку 
, а 
 удовлетворяют балансовым уравнениям (5.42)

 выражение в правой части представляет собой лагранжиан 
Проверим оставшееся условие (5.6)

 в исходном равновесии 
 для фирмы 
  
(4.47)

. В силу 
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Полагая в этом равенстве [image: image869.wmf]sT
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 и учитывая (5.12)

, получаем из условия достижения максимума по 
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Поэтому из (5.46)
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Сузим область максимизации, зафиксировав начальные отрезки [image: image875.wmf]||
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Что означает выполнение условия равновесия (4.47)

 для модели 
.
(
Заметим, что утверждение, обратное доказанному Утв. 5.4.1.1, а именно, что равновесие в модели [image: image882.wmf]s

M

 является концевым отрезком равновесия в исходной модели [image: image883.wmf]0
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, вообще говоря, неверно. Если собственники решили в какой-то период [image: image884.wmf]s

 обнулить капитал некой фирмы [image: image885.wmf]m
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 равновесный курс [image: image889.wmf]m
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 может быть любым, в то время как в [image: image890.wmf]0

M

 курс равен вполне определенной величине.  Таким образом, система равновесий необратима. В ней со временем появляются возможности, отсутствующие в исходном множестве равновесий.
5.4.2 Инвариантность равновесий по отношению к калибровке предпочтений

В заключение обзора свойств межвременных равновесий докажем, что равновесная в смысле основного определения (см. 0) траектория остается равновесной, если сменить калибровку функций полезности. Выше, в разделе 3.2.3, мы уже говорили, что вполне экономический смысл с нашей точки зрения имеют только результаты, инвариантные к калибровке полезности. Для модели Эрроу-Дебре это очевидно, поскольку оператор [image: image891.wmf]{
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инвариантен к калибровке (строго монотонному преобразованию функции [image: image892.wmf]f

). В нашей же модели межвременного равновесия используется оператор [image: image893.wmf]f

, а для него инвариантность к калибровке не очевидна. Хотя при монотонном преобразовании функции [image: image894.wmf]f

точки максимума сохранятся, но неясно, не пропадут ли множители Лагранжа. Регулярной модели такая опасность не угрожает.
Утв. 5.4.2.1 Об инвариантности равновесия к калибровке полезности

Пусть в регулярной модели (4.45)

 
(4.43)

 
существует регулярное межвременное равновесие 
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 только тем, что сильно ненасыщаемые функции полезности собственников [image: image900.wmf](
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 заменены другими, тоже сильно ненасыщаемыми по каждой временной компоненте функциями [image: image901.wmf](
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, задающими те же отношения предпочтения
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Доказательство. Прежде всего, заметим, что поскольку новые функции [image: image904.wmf](
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 сильно ненасыщаемы, новая модель [image: image905.wmf]M

 регулярна в смысле определения (4.43)

, так что можно говорить о регулярном равновесии в ней. Для того, чтобы доказать что 
 будет таким равновесием, очевидно, достаточно показать, что 
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Пусть [image: image908.wmf],,
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(см. (5.10)

), – условиям
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Из (5.50)

 легко заключить, что (5.51)

, (5.49)

, (5.48)
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причем
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Из двух последних соотношений по достаточным условиям Куна-Таккера заключаем, что
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Но тогда в силу условия (5.47)
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Поскольку задача (5.55)

 выполнено условие Слейтера. Значит по необходимым условиям Куна-Таккера существует множитель Лагранжа 
 такой, что
(5.54)

 обе части строго положительны. Но тогда в задаче (3.19)

 сильно ненасыщаемых функций заключаем, что в равенстве (5.53)

 разрешима, из основного свойства 
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Поскольку новая функция [image: image926.wmf](
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 ненасыщаема, из разрешимости задачи (5.48)

 можно определить остальные двойственные переменные для задачи собственника с функцией 
:
(5.56)

 следует, что 
, и по аналогии с 
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Теперь в силу (5.52)
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а из (5.58)

 получается, что
(5.56)

 с учетом 
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Соотношения (5.4)

), поэтому 
.(5.1)

 - (5.59)

 означают, что набор 
 является регулярным решением задачи собственника с функцией полезности 
 (ср. с (5.49)

, (5.60)

, 
(
Глава 6 Капитал агентов 
6.1 Капитал собственника

6.1.1 Определение капитала собственника
В этой главе мы будем рассматривать свойства самой равновесной траектории. Соответственно считается без специальных оговорок, что все величины вычисляются для некоторого регулярного равновесия (4.45)

. 
Соотношения баланса собственника (5.12)

, можно, полагая 
, записать в виде
(5.11)

, (5.4)

 вдоль равновесной траектории, на которой выполняется 
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где
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Соотношение финансовый баланс: в остатках, в модели МРК"(6.1)

 можно трактовать как финансовый баланс в остатках GOTOBUTTON ZEqnNum713455  \* MERGEFORMAT  [21] агента-собственника. Все составляющие баланса, как и положено в бухгалтерском учете, неотрицательны. Слева стоят активыxe "активы: в модели МРК" (вложения): денежные сбережения собственника [image: image944.wmf]n
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 и его капиталовложения [image: image945.wmf]nm
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 в фирмы [image: image946.wmf]m
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, оцененные по текущим курсам этих фирм [image: image947.wmf]m

q

. В правой части баланса стоят пассивыxe "пассивы: в модели МРК" (ресурсы): привлеченные, например, в виде потребительского кредита, средства [image: image948.wmf]n
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 и обязательные в каждом балансе собственные средстваxe "собственные средства" \t "См. капитал" [image: image949.wmf]n

t

W

. 

Собственные средства агента мы ниже для краткости всюду называем капиталом
.xe "капитал: в модели МРК" Этот капитал собственник и вкладывает в дело в форме капиталовложений в составе активов. 

Формула (6.1)

. Аналогия станет еще ярче, если заметить, что оцененные по курсу капиталовложения равны дисконтированной сумме ожидаемых дивидендов.
(6.2)

 показывает, что капитал собственника можно трактовать, как его обязательство перед самим собой относительно будущих потребительских расходов 
. Некоторая необычность с точки зрения бухгалтерского учета такой трактовки собственных средств связана с тем, что баланс в остатках на практике редко составляется для тех субъектов экономики, которые не создают добавленной стоимости: индивидуальных потребителей, государства и т. п. Однако если бы мы составили баланс в остатках, скажем, для государства, то получили бы, против государственного долга в пассиве дисконтированную разницу ожидаемых налоговых поступлений и бюджетных расходов в активе. Перенося расходы в правую часть, мы пришли бы к балансу вида 
Действительно, из баланса дивиденды: в модели МРК"(4.31)

 видно, что дивиденды GOTOBUTTON ZEqnNum546604  \* MERGEFORMAT , которые фирма [image: image951.wmf]m
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Учитывая, что в равновесии [image: image956.wmf]nm
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), получаем, что
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6.1.2 Динамика капитала собственника 
Утв. 6.1.2.1 О динамике капитала собственника
На равновесной траектории капитал [image: image961.wmf]n
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 собственника [image: image962.wmf]n
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 строго положителен при  [image: image963.wmf],...,
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 и удовлетворяет уравнениям
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Доказательство. Уравнения (6.2)

 следует, что 
(3.19)

, заключаем, что 
. Поэтому из (5.2)

 по основному свойству сильно ненасыщаемых функций (5.1)

, (6.2)

. Поскольку объем потребления 
в равновесии определяется из (6.5)

 сразу следуют из 
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Ограничение на начальное условие [image: image970.wmf]nnmnm
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 представляет собой необходимое условие существования равновесия. 
Уравнение (6.5)

 означает, что капитал растет за счет доходности 
и убывает за счет потребления. Хотя в конце капитал обращается в ноль, в начале он может расти, и этот рост может превратиться в неограниченный при неограниченном увеличении горизонта планирования 
.

Может показаться, что рост капитала фиктивный, поскольку он определяется нормировкой цен (6.5)

 выглядит как чистое «проедание» начального капитала. Надо, однако, заметить, что двойственные цены, отражающие сегодняшнюю полезность будущего потребления, склонны падать со временем. Поэтому проедание капитала может сопровождаться существенным ростом реальных объемов потребления 
 и производства к концу процесса. С точки зрения постороннего наблюдателя, например, представителя следующего поколения, более адекватной будет оценка в более или менее постоянных, т.е. нормированных ценах. Таким образом, переход к номинальным деньгам отчасти учитывает отсутствующую в модели смену поколений потребителей.
(4.27)

. В «реальных» двойственных ценах 
 процесс 
6.2 Капитал собственника в однородной задаче

6.2.1 Дисконтированная однородная полезность и структура потребления

Рассмотрим задачу собственника (5.1)

 в наиболее привычном случае, когда 
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где [image: image977.wmf]n
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 предпочтения времени собственника, (например [image: image978.wmf](
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 – брутто-коэффициент дисконтирования), [image: image980.wmf](
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 – сильно ненасыщаемая, гладкая функция на [image: image981.wmf]+
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, однородная степени [image: image982.wmf]n
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, где [image: image983.wmf]n
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 – так называемое, «относительное отвращение к риску». Чтобы обеспечить сильную ненасыщаемость, будем предполагать, что [image: image984.wmf](
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 (см. доказательство Утв. 3.2.3.2). 

В однородном случае хорошо видна важность величины капитала. Кроме того, задачу собственника можно переформулировать так, что она становится очень похожей по форме на задачу фирмы. Все это, в конечном счете, следует из того, что оптимизация однородного функционала распадается на две независимые задачи: задачу отыскания оптимальных пропорций и задачу отыскания масштаба. Проиллюстрируем это общее свойство, прежде всего, на самой задаче определения оптимальных объемов потребления. 

Условие оптимальности (6.7)

 состоит в выполнении равенства
(5.2)

 равновесной траектории 
 потребления собственника в случае (5.1)

, 
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В силу однородности полезности решение этого уравнения представляется в виде
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Это равенство означает, что вектор структуры (пропорций) потребленияxe "структура потребления: в однородной модели МРК" [image: image990.wmf](
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, а также от индивидуальных потребительских предпочтений [image: image992.wmf](
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,  но не зависит от начального состояния собственника [image: image993.wmf],
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. Зависимость потребления от начальных данных «спрятана» в скалярном множителе [image: image994.wmf](
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, определяющем масштаб потребления.

6.2.2 Функция Беллмана для однородной задачи собственника

В теории оптимального управления важную роль играет функция Беллманаxe "функция Беллмана", которая определяется как оптимальное значение функционала задачи, выраженное в зависимости от начальных условий. Вычислим функцию Беллмана для однородной задачи собственника. Поскольку равновесная траектория – это и есть оптимальная траектория задачи собственника, вычисление функции Беллмана сводится к выражению через начальные условия величины [image: image995.wmf](
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Утв. 6.2.2.1 Выражение функции Беллмана для однородной задачи собственника

При условии (6.7)

 на траектории регулярного равновесия
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где

[image: image997.wmf](
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(
Доказательство. Выразим из равенств (6.7)

. В результате получим 
(5.12)

 и тот факт, что оптимальное значение лагранжиана совпадает с оптимальным значением функционала (5.11)

, (5.1)

. Кроме этого, учтем (6.8)

 
 и подставим в 
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откуда по теореме Эйлера для однородных функций с учетом баланса (6.1)

 получаем
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Поставляя в это соотношение выражение [image: image1001.wmf]n
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 из (6.9)

 получаем, что
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Решая это уравнение относительно [image: image1003.wmf]n
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x

 и подставляя результат в (6.11)

.((6.10)

, (6.12)

, получаем 
Заметим, что в силу доказанной преемственности равновесий (Утв. 5.4.1.1), соотношения, аналогичные (6.11)

 верны не только для начального, но и для всех промежуточных периодов времени. 
(6.10)

, 
Функция Беллмана тоже распадается на два множителя. Первый зависит только от конъюнктуры, а второй – только от начальных данных, причем не от всех по отдельности, а только от капитала в целом. Монотонная зависимость функции Беллмана от капитала есть, конечно, следствие того, что капитал – это по сути правая часть бюджетного ограничения, единственного ограничения в задаче собственника. Однако монотонная зависимость от капитала при однородной функции полезности наблюдается и в случае, когда, кроме бюджетного, у собственника есть и другие ограничения.

Монотонная зависимость функции Беллмана от капитала предоставляет дополнительную аргументацию в пользу постановки задачи для фирмы в виде  (4.33)

.  Независимо от индивидуальных различий в функциях полезности функции Беллмана всех собственников монотонно зависят от их капиталовложений 
. Собственники могут спорить о дележе суммы 
, но легко придут к соглашению, что от нанятого ими управляющего надо требовать максимизации этой суммы. 

6.2.3 Однородная задача собственника как задача максимизации его собственного курса

Теперь покажем, что в однородном случае задачу собственника можно привести к виду, очень близкому к виду задачи фирмы. Для этого нам придется использовать одно специальное свойство линейно-однородных вогнутых функций. Мы его сформулируем в виде утверждения. 

Утв. 6.2.3.1 Об индексе цен собственника 
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Тогда спряженный к [image: image1014.wmf]()
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вогнутая монотонная гладкая ненасыщаемая функция на [image: image1016.wmf]:
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  такая, что 
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причем для равновесных цен

[image: image1018.wmf]()
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(
Доказательство. Ясно, что в «хороших» случаях 19(6.14)

. За строгими доказательствами отсылаем к [(6.15)

 следует из формулы  GOTOBUTTON ZEqnNum436150  \* MERGEFORMAT ], где свойства индекса цен подробно исследованы. 

Из (6.16)

.
(6.15)

 вытекает (5.2)

 по достаточным условиям Куна-Таккера следует, что 
, а поскольку для сильно ненасыщаемой 
 
, из (6.13)

, 
(
Второе выражение в (6.15)

, конечно, уточняет первое, но оно, в отличие от первого, не является набором выпуклых ограничений на переменные 
.

Теперь перейдем к преобразованию задачи собственника. Лагранжиан  (6.13)

 получаем, что в равновесии(6.15)

 для множества (5.2)

 можно максимизировать по 
 в две стадии: сначала найти максимум по 
 при условии 
, а потом найти максимум  по 
. Из второго выражения 
[image: image1028.wmf](
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Подставляя это выражение в (4.32)

: 
(4.30)

 - (5.4)

 лагранжиан и условия дополняющей нежесткости для следующей задачи оптимизации, которая таким образом оказывается эквивалентной задаче собственника (5.2)

 - (5.2)

, получаем 
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при заданных курсах [image: image1031.wmf]0
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и «технологических» ограничениях
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Первое выражение в (6.15)

 показывает, что формально эту задачу можно рассматривать, как задачу выпуклого программирования.

Поскольку мы получили не саму задачу (5.2)

, искомое решение  регулярно:
(6.18)

, а задачу максимизации ее лагранжиана с теми же двойственными переменными, что и в (6.17)

 - 
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По сути, максимизацию по [image: image1042.wmf]m

c

T

 из задачи (6.15)

. Мы этого делать не будем, чтобы не нарушать чистоты вариационного принципа: все переменные агента определяются из одной задачи оптимизации.(6.19)

 вообще можно удалить, заменив ее прямым выражением спроса через цены и расходы из последнего соотношения в 
Задача (4.35)

.
(4.33)

 - (6.18)

, ее можно переформулировать еще раз так, чтобы она стала по форме почти полностью подобной задаче фирмы (6.17)

 - (6.18)

 похожа на задачу фирмы тем, что собственник тоже максимизирует расходы при финансовых и технологических ограничениях. Благодаря однородности функционала задачи (6.17)

 - 
Лагранжиан задачи (6.19)

 имеет вид 
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Отсюда для оптимального значения [image: image1044.wmf]n

t

j

 получается соотношение
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Учитывая (5.9)

, получаем, что
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где

· [image: image1048.wmf]n
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 – нетто-коэффициент предпочтения времени собственника [image: image1049.wmf]n
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. В силу (6.16)

 эта величина определена при всех 
.

Выражение (6.19)

 можно искать в виде
(6.7)

 пропорции потребительских расходов собственника в разные периоды не зависят от его начального состояния, а определяются информационными переменными – ценами и процентами (и, разумеется, конкретным видом полезности). Это означает, что решение задачи (6.20)

 показывает, что в случае однородной аддитивной полезности 
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Введем формально величину «обязательства собственника перед самим собой»
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Тогда в полной аналогии с (6.3)

 потребительские расходы собственника выражаются в виде
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Теперь в задаче (6.19)

 можно перейти к максимизации по 
.

Утв. 6.2.3.2 Об альтернативной форме однородной задачи собственника

Если функция полезности собственника [image: image1063.wmf]n
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H

 аддитивно и однородна в смысле (4.46)

 эквивалентна задаче 
(6.7)

, то задача собственника 
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где [image: image1065.wmf]n

t

j

 – сокращенное обозначение (6.21)

. При этом в равновесии
(6.13)

, а «обязательства собственника перед самим собой» задаются формулой (6.22)

, множество 
 определяется как  
[image: image1067.wmf]nnn

tt

W=qK

  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6.24)



(
Доказательство. Равенство (6.21)

, если учесть, что 
. 
(6.22)

, (6.2)

, (6.24)

 сразу следует из 
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Мы уже показали, что задача собственника в аддитивном однородном случае приводится к виду (6.22)

. Поэтому
(6.19)

, и оптимальные значения 
 имеют вид 
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не зависит от управлений собственника. 

Обычные решения ([image: image1072.wmf]Argmax

) задач (6.23)

 будут выполнены для того же 
 и двойственных переменных 
(6.25)

 выполнены для 
 при двойственных переменных 
, 
, то эти условия для задачи (6.25)

 совпадают. Надо только показать, что множители Лагранжа к выделенным ограничениям не пропадут и не обратятся в 0 при замене функционала 
 на 
. Прямой подстановкой в лагранжиан и условия дополняющей нежесткости легло проверить, что если условия регулярной оптимальности в задаче (6.23)

 и 
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Указанное преобразование двойственных переменных корректно, поскольку в силу (6.26)

 все сомножители в этих выражениях строго положительны.
(6.6)

 и (6.24)

, 
(
Задача (4.47)

 с той только разницей, что для собственника курс 
 входит в «технологические ограничения» (
), а у фирмы множество чистых продаж 
 от финансовых показателей не зависит. Эта разница, впрочем, не очень существенна. С одной стороны, в рассматриваемом идеальном случае максимизация по 
 фактически уже произведена определением множества 
. С другой стороны в неидеальных случаях, для описания которых мы ищем достаточно универсальную форму описания поведения агента, у фирмы могут возникнуть финансовые ограничения на расходы – например, ограничения ликвидности.
(6.23)

 полностью подобна задаче фирмы 
Полученная форма задачи собственника привлекательна еще по одной причине. Для описания поведения крупных собственников задача максимизации потребления представляется довольно глупой. Может быть, задавая программы расходов, отличные от (6.20)

, можно будет описать такие цели, как «власть», «престиж», «сохранение лица» и т.д. 

Подчеркнем, что и в задаче фирмы (6.23)

 временные пропорции «полезных расходов» агента (
 для фирмы и 
 для собственника) не являются управлениями агента. Фирме эти пропорции задает собственник, а собственнику – рынок. В неидеальных условиях в это кольцо можно будет вставить промежуточные звенья, например, холдинг, который получает пропорции от индивидуальных собственников и задает пропорции дочерним фирмам.(4.47)

, и в задаче собственника с аддитивной однородной полезностью 
6.3 Капитал фирмы

Финансовый баланс (5.8)

 фирмы 
 в равновесии имеет вид
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Слева, на стороне активов, кроме сбережений [image: image1090.wmf]m
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Справа, на стороне пассивов кроме долгов [image: image1092.wmf]m
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. Если еще учесть (6.4)

, то получится, что
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Заметим, что это выражение вполне аналогично выражению (6.24)

, поэтому введем обозначение
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Капитал фирмы также удовлетворяет уравнению, аналогичному (6.5)
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Только, в отличие от положительного капитала собственника, капитал фирмы в модели может быть и нулевым.

Баланс фирмы (6.29)

 приобретет вид
(6.28)

, (6.27)

 с учетом определений 
[image: image1101.wmf]mmmm
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Видно, что это не совсем то, что обычно называется отчетным финансовым балансом, который фирма предъявляет акционерам, кредиторам, инвесторам, а также налоговым и статистическим службам. В бухгалтерском учете финансовый баланс фирмы получается суммированием по времени фактических денежных расходов и поступлений. Как объяснено, например, в [21], в активах после этого, кроме денежных сбережений, оказываются суммарные (по времени) расходы на создание имеющихся основных и оборотных фондов. В пассивах же, кроме долгов, оказываются суммарные доходы от размещения акций и накопленная величина фактически полученной, но не распределенной в виде дивидендов прибыли. 

Правда, перед тем, как предъявлять баланс контролерам и оценщикам, бухгалтеры по определенным правилам преобразуют его [21]. Цель этих преобразований – получить в активах не затраты на создание фондов, а оценку текущей стоимости этих фондов. В результате преобразования баланса в состав нераспределенной прибыли включаются фиктивные члены, например, ни от кого не полученные доходы от переоценки запасов и ценных бумаг и никому не выплаченные расходы на амортизацию.

Наша гипотеза состоит в том, что эти манипуляции с балансом можно интерпретировать, как стремление приблизить баланс к «идеальной» форме (6.32)

. Чтобы аргументировать эту гипотезу, нам понадобится описать множество чистых продаж в терминах выпусков, затрат и запасов. 
6.4 Описание множества продаж-покупок через технологии и материальные балансы

6.4.1 Запасы и потоки

Будем использовать не самое простое и на самое общее описание множества покупок-продаж, а такое описание, которое отражает то, что мы использовали в моделях.

Исходим из общего материального баланса агента [21] в дискретном времени
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где [image: image1104.wmf]m
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Q

 – запасыxe "запас: в модели МРК" продуктов в конце периода [image: image1105.wmf]t

, а в правой части стоит алгебраическая сумма потоковxe "поток":

выпускаxe "выпуск" – производства продуктов (или их поступления из природной среды) [image: image1106.wmf]m
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 за период [image: image1107.wmf]t
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конечного потребленияxe "потребление:конечное"  [image: image1108.wmf]m
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 за период ;

передачxe "передача блага" [image: image1109.wmf]ma
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 продуктов от агента [image: image1110.wmf]m

 агенту [image: image1111.wmf]a
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текущих затратxe "затраты: текущие" [image: image1112.wmf]m
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капитальных затрат [image: image1113.wmf]m
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xe "затраты: капитальные". 

Для фирмы [image: image1114.wmf]m
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 в модели межвременного равновесия сальдо передач продуктов – это и есть чистые продажи: [image: image1115.wmf](
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при этом
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Следует иметь в виду, что

· можно было бы ввести ограничения на неубывание запасов,– мы этого не делаем только для упрощения выражений; 

· возможность ликвидации и распродажи фондов ограничениями вида (6.35)

 не опишешь,– фонды, которые можно разобрать и продать, надо описывать как запасы, для которых есть ограничения на 
.
(6.34)

, 
6.4.2 Технологическое множество

Разделение затрат на текущие и капитальные отражается в понятии технологического множестваxe "технологическое множество" (множеством выпусков-затрат) [image: image1124.wmf]m
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 и текущих затрат [image: image1127.wmf]m

t

v
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Поскольку в начале процесса фирма, вообще говоря, уже имеет какие-то производственные возможности, будем считать параметрами технологического множества не только капитальные затраты [image: image1128.wmf]|
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Считаем, что множество[image: image1131.wmf](
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 и может быть задано конечным числом гладких выпуклых ограничений
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Чтобы не связываться с функциями переменного числа аргументов, формально считаем функции [image: image1134.wmf]:
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Фактически от будущих значений зависимости быть не должно
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Явная зависимость функций [image: image1140.wmf](
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 от времени характеризует не только технический прогресс, но и старение фондовxe "основные фонды:старение". Функций бесконечного числа переменных пугаться не следует: всегда можно считать, что фактическая зависимость от очень древних [image: image1141.wmf]s
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Предполагается, что

· технологические множества ограничены сверху некоторой непрерывной неотрицательной вектор-функцией [image: image1142.wmf](
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· возможно свободное расходование
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· капитальные затраты расширяют возможности производства
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6.4.3 Свойства множества чистых продаж, заданных через выпуски и затраты и запасы 
С точки зрения общей модели равновесия, соотношения (6.34)

. Начальные значения запасов  
 и предысторию капитальных затрат 
 надо рассматривать, как заданные параметры, определяющие множества 
.
(6.36)

 и такие, что выполняется баланс (6.35)

, (6.37)

 задают множество 
, как множество последовательностей 
, для которых при заданных начальных запасах 
 и предыстории капиталовложений 
 найдутся последовательности 
, 
, 
, удовлетворяющие (6.35)

, (6.34)

, 
Утв. 6.4.3.1 О связи технологического множества и множества чистых продаж

Если технологические множества [image: image1157.wmf](
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, то
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 - 
i. множества чистых продаж [image: image1158.wmf]m
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 удовлетворяют условиям (3.13)

;
(3.11)

 и 
ii. неравенства (6.37)

 на переменные 
, 
, 
, 
  удовлетворяют условию Слейтера.
(6.35)

, (6.34)

, (6.37)

 в системе ограничений (6.35)

, 
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Доказательство. Из выпуклости и замкнутости [image: image1163.wmf](
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. Покажем, что из ограниченности 
 сверху при всех 
 вытекает (6.38)

) очевидно следует 
Складывая балансы (6.39)

 получаем, что
(6.35)

, (6.34)

 по 
 и учитывая 
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Из тех же условий, учитывая положительность капитальных затрат, получаем
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Применяя последовательно при [image: image1169.wmf],,...,
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Теперь перейдем к доказательству условия Слейтера. Выберем произвольную последовательность [image: image1172.wmf]k0
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 получилось 
. Таким образом, существует допустимая траектория, на которой все неравенства выполнены как строгие.
(6.40)

, найдется последовательность 
 такая, что 
. Поскольку величины 
 ничем не ограничены, их можно задать так, чтобы при выбранных  
, 
 из баланса 
(
Подчеркнем, что в приведенных выше рассуждениях мы нигде не исключали возможности постоянных издержек.
В отличие от условий выпуклости, замкнутости и ограниченности сверху, условие продуктивности Утв. 5.4.1.1(6.37)

. Продуктивность, впрочем, легко обеспечить, задав достаточно большие суммарные начальные запасы 
. Конечно, на равновесной траектории запасы могут быть сразу израсходованы, но на оставшихся производственных возможностях равновесие все равно будет существовать, в силу преемственности равновесий (см. (6.35)

, (6.34)

, (3.12)

 не вытекает из  GOTOBUTTON ZEqnNum433784  \* MERGEFORMAT ). Можно было бы потребовать продуктивности совокупности самих технологических множеств [image: image1181.wmf](
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6.4.4 Ограничения ликвидности запасов

Удобно объединить ограничения (6.37)

 в общий список и обозначить их левые части одним символом  
(6.35)

, (6.34)

, 
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Функции [image: image1186.wmf](
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 – гладкие и вогнутые, но условие неупреждающей зависимости от капиталовложений, аналогичное (6.40)

 формально не выполняется. 
(6.41)

 добавляется еще 
. Аналог условия (6.39)

 выполнен, к условиям (6.38)

, из-за присутствия ограничения 
 выполнено только при 
. Аналог условия 
Ограничениями вида [image: image1190.wmf](
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 можно описать ситуацию и более общую, чем ограничениями  [image: image1191.wmf](
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Далее мы будем считать, что такие ограничения ликвидности запасовxe "ограничение ликвидности: запасов" у фирмы могут быть. Именно поэтому в (6.42)

 поставлен знак «
», а не «
». Условия Слейтера для таких более общих ограничений уже не докажешь, и мы их просто постулируем.
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При этом предполагается, что 

· [image: image1201.wmf](
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· [image: image1204.wmf](
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· Все неравенства в системе ограничений (6.43)

 на 
,
 
удовлетворяют условию Слейтера.   MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6.46)


Построения этого раздела являются простой иллюстрацией того, как, по нашему мнению, следует проводить индукцию от идеализированных моделей к более реалистичным описаниям. Для идеализированного случая мы доказываем условие Слейтера, а в более общем – постулируем. В Части III сходным образом будут введены ограничения ликвидности для финансовых активов. 
6.4.5 Задача фирмы с учетом балансовых и технологических ограничений

Рассмотрим регулярное равновесие [image: image1209.wmf],,,,,,
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. Учтем в этих соотношениях выражение 
 через переменные 
 и ограничения (5.5)

 - (4.47)

 разрешима, и ее решение определяется соотношениями (6.43)

. Задача фирмы (4.45)

, в модели, в которой множество 
 задано условиями 
Поскольку для этих ограничений выполнено условие Слейтера, по необходимым условиям Куна-Таккера, ограничения (6.43)

 можно учесть, введя двойственные переменные к равенствам 
 и к неравенствам 
. Задача фирмы 
 представляется в виде 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,,

mmmmmm

0ttt1tttt1t1tT

t

mmm

tt1ttttttt

t

T1

mmmmmm

0ttt1t1ttttt

t1t

mmmmmm

TTTT000

mmmmm

10TTtt1t

t

py

qQQykzkQz

pqy

qQqQqqQ

---

Î

-

Î

-

++

=Î

+

L=qK+xrF+-rqK-qK-F+QF+

+---++=

=qK+F-qKrx-x+x-+

+Q-xF+xqK+xF-qK+

+-+-+

å

å

åå

gG

T

T

T

T

%

%

%

%

(

)

,,

T1T

mm

tttt

1t1

kQz

-

==

+

åå

gG

T

%

%

%

,  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6.48)



и выполняются условия дополняющей нежесткости
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Вариация лагранжиана (6.48)

 соответственно по 

 дает соотношения
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Соотношения (6.56)

 вместе с уравнениями балансов
(6.49)

 - 
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представляют собой систему необходимых и достаточных условий для определения регулярного решения задачи фирмы [image: image1239.wmf]m
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, множество чистых продаж которой задано соотношениями (6.46)

.(6.44)

 - (6.43)

, удовлетворяющими 
Утв. 6.4.5.1 О положительности реального процента
Если множество чистых продаж хотя бы одной из фирм описывается соотношениями (6.46)

, то в регулярном равновесии темп роста всех цен не больше процента
(6.43)
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где темп инфляции с точки зрения собственника [image: image1243.wmf]n

i

T

 определен формулой (6.21)

.

(
Доказательство. Из (6.59)

. Второе равенство следует из первого и монотонности индекса цен собственника  
.
(6.53)

, получаем первое равенство в (6.52)

 и, учитывая (6.45)

 следует, что 
. Подставляем в это неравенство выражение 
 из (6.54)

, 
(
Если перейти обратно от номинальных цен [image: image1247.wmf]p

T

 к двойственным оценкам [image: image1248.wmf]p

T

%

 (6.59)

 будет выражать неоднократно упоминавшийся выше факт падения двойственных оценок со временем.
(4.27)

, то неравенство 
Разница между процентам по кредитам или депозитам и темпом инфляции принято называть реальным процентомxe "процент: реальный". В рамках рассматриваемой модели единый скалярный темп инфляции (средний темп роста всех цен) однозначно определить нельзя, но соотношение 5(6.59)

 показывает, что при любом разумном определении темпа инфляции реальный процент в идеальном равновесии оказывается неотрицательным. Это объясняет удивление западных экономистов тому факту, что в России в 1992-1995гг. реальный процент был устойчиво и сильно отрицательным. В [ GOTOBUTTON ZEqnNum172781  \* MERGEFORMAT , стр. 367-479] представлена модель межвременного равновесия с транзакционными издержками (неидеального) и показано, что в таком равновесии в отсутствие инвестиций реальный процент должен быть отрицательным. 
6.5 Капитал и баланс фирмы в однородной модели

6.5.1 Однородность производственных возможностей и отвечающей ей интеграл оптимальной траектории

Как и в случае задачи собственника, в задаче производителя все упрощается и проясняется, если предположить, что технологические ограничения однородны. В случае производства однородность даже легче обосновать из общих соображений. Если в описании технологии явно учтены все факторы производства, увеличив все их вдвое, мы получим возможность произвести вдвое больше продукции. Так что у производителя однородность, если есть, то должна быть линейной. 

Это стандартное рассуждение небезупречно, но мы не будем ни развивать его, ни критиковать, а просто посмотрим, что получится, если считать функции, задающие технологические множества, линейно однородными
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Оказывается, что в этом случае цену фирмы (6.28)

 удается выразить не через будущие продажи, а через прошлые капиталовложения.

Соотношение (6.60)

 означает, что задача фирмы обладает масштабной симметрией. Из самых общих соображений следует, как известно, что симметриям оптимизационных задач отвечают определенные интегралы оптимальных траекторий. В общем случае мы рассмотрим этот вопрос в Части III, а здесь просто получим конкретное интегральное соотношение. Заметим, что вывод его очень похож на вывод интеграла энергии в механике.

Утв. 6.5.1.1 Об интеграле оптимальной траектории в однородной задаче производителя

Если технологические ограничения производителя [image: image1250.wmf]m

Î

P

 (6.58)

 выполняется соотношение
(6.51)

 - (6.60)

, то вдоль оптимальной траектории (6.46)

, (6.44)

 - (6.43)

 удовлетворяют условиям 
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Доказательство. Умножая равенства (6.56)

 соответственно на 
, 
, 
, 
, 
 и складывая их по времени, получаем, что вдоль оптимальной траектории выполняется соотношение:(6.52)

 - 
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Перегруппируем члены и получим
[image: image1258.wmf](
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Используя балансы (6.58)

, получаем
(6.57)

, 
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)

(

)

(

)

(

)

,,

,,,,

m

TT

nmmmmnmnmmmmmm

t

ttt1tsss1ss1tttt

tsts

m

m

TTT

mmmmmmmmmm

t

r

rrrttttt

tsr1ts

t

0qQkQzQ

Q

kQzkkQzz

z

k

---

==

===

¶

=xrqK-qK-xrF-++

¶

¶

¶

++

¶

¶

åå

ååå

G

g

G

G

gg

T

TT

%

%%

%

%

%

%

%%


Еще раз перегруппируем члены в первом слагаемом, учитывая (6.53)

 и то, что в равновесии 
, получим
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Из (6.60)

 по теореме Эйлера

[image: image1262.wmf](
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Подставляя это равенство, умноженное на [image: image1263.wmf]m

t
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 и просуммированное по [image: image1264.wmf]t

 от [image: image1265.wmf]s

 до [image: image1266.wmf]T

 в (6.50)

 получаем
(6.62)

, и учитывая соотношение дополняющей нежесткости 
[image: image1267.wmf](
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Теперь учтем, что зависимость ограничений от капиталовложений – неупреждающая (см. (6.43)

). Тогда получится, что

[image: image1268.wmf](
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Меняя в первой сумме сначала обозначения индексов, а потом порядок суммирования, получаем 

[image: image1269.wmf](

)

(

)

,,,,

nmmnmnm

sss1sss1ss1

mm

TtTt

mmmmmmmmmm

tt

tttrtttr

tsrstsr

rr

0qQ

kQzkkQzk

kk

---

====-¥

=xrqK-xrF-+

¶¶

+-

¶¶

åååå

GG

gg

TT

%%

%%

%%




Приводим подобные члены в суммах, делим все равенство на положительную величину [image: image1270.wmf]mm

sss1

-

xr=x

, используем выражение (6.61)

.
(6.53)

. Тогда и получаем окончательно (6.52)

 для 
и равенство 
(
6.5.2 Фонды и амортизация

Сопоставляя соотношение (6.28)

 выражается в виде
(6.30)

, приходим к выводу, что в однородном случае цена фирмы (6.27)

, (6.61)

 с балансом 
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где
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В (6.28)

, а через прошлые вложения 
 и имеющиеся запасы. Именно 
(6.63)

 цена фирмы выражается уже не через будущие доходы, как в 
· [image: image1276.wmf]m
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 – балансовая стоимость оборотных фондов,xe "оборотные фонды"
· [image: image1277.wmf]m
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B

 – балансовая стоимость основных фондов. xe "основные фонды"
Запасы [image: image1278.wmf]m
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 оцениваются по цене, по которой их можно продать в следующем периоде, несмотря на то, что запасы могут сложным образом влиять на производственные возможности. Это происходит потому, что запасы ликвидны – их можно сколь угодно быстро изменять за счет неограниченных потоков [image: image1279.wmf]m
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. Если бы мы наложили на покупки-продажи ограничения, оценка запасов в балансе была бы иной. 

Капиталовложения [image: image1280.wmf](
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 неликвидны – их вообще нельзя изменить. Соответственно в балансе они оцениваются зависящими от цен, но не равными им коэффициентами [image: image1281.wmf]m
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Если технологические ограничения записаны именно как ограничения на [image: image1282.wmf]m
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, как и в простейшем случае (6.42)

, не перепутываются между собой. 

Если эти условия выполнены, то матрицы [image: image1287.wmf](
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 не будут зависеть от траектории производства. Они, правда, всегда будут зависть от цен, поскольку цены определяют двойственные переменные [image: image1291.wmf]m
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 сводятся просто к приведенным затратам. 

Действительно, используя сначала условие оптимальности (6.53)

 получаем
(6.52)

, (6.44)

, а затем условия оптимальности (6.55)

 с учетом условия неупреждающей зависимости 
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Этому соотношению не стоит очень сильно радоваться. Если мы хотим изучать переходные процессы, существенным фактором производства будут, как, например, сейчас в России, неравновесные капиталовложения [image: image1296.wmf](
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Впрочем, в одном случае, именно, при [image: image1297.wmf]rt
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 выражение (6.65)

 всегда будет верно в равновесии 
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Это позволяет получить из (6.64)

 обычное уравнение для балансовой стоимости основных фондов
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где
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амортизационные отчисленияxe "амортизация:в модели МРК". 

Заметим, что при [image: image1302.wmf],...,
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 из (6.65)

 следует, что 
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Таким образом, для равновесных капиталовложений амортизация не связана ни с каким выбытием и при положительной доходности [image: image1304.wmf]1
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 положительна. 

6.5.3 Отчетный баланс фирмы

Подставляя выражение (6.32)

, получаем баланс фирмы в виде
(6.63)

 в 
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Если оборотные фонды малы, и фирма имеет долги ([image: image1306.wmf]m
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), то условие неотрицательности капитала (6.31)

 требует, чтобы долги были обеспечены балансовой стоимостью основных фондов
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условие, ради которого и была изобретена балансовая стоимость.

Выразим теперь из баланса (6.67)

 прирост капитала

[image: image1308.wmf]mmmmmmmm
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Подставим в это соотношение выражения для [image: image1309.wmf]m
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 из балансов (6.66)

. Тогда получится, что
(6.58)

, (6.57)

, 
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Вспоминая теперь, что  [image: image1313.wmf]mmmm
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, окончательно получаем выражение прироста капитала как нераспределенной балансовой прибылиxe "балансовая прибыль" с обычной бухгалтерской раскладкой балансовой прибыли
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Таким образом, по крайней мере, в однородном случае, правильная переоценка фондов позволяет вычислить капитал, исходно выражающий будущие доходы собственников, через результат произведенных в прошлом операций. Это и подтверждает гипотезу о том, что переоценка балансов приводит «затратный» баланс к «идеальному» балансу (6.32)

 ожидаемых доходов. Соответственно, именно положительность капитала с учетом переоценок, а не просто положительность текущей прибыли, является необходимым условием оптимального поведения фирмы.
Резюме части II

· Построена динамическая модель конкурентного равновесия: модель межвременного равновесия с капиталом (МРК), 0. Модель описывает развитие экономики на языке величин близких к тем, которые используются в статистике и в моделях системного анализа развивающейся экономики. Эта модель динамическая в том смысле, что конец равновесной траектории является равновесием в модели, описывающей возможности агентов, оставшиеся после реализации начала траектории, 5.4.1. Динамика эта необратимая – не все равновесия для конечных возможностей являются продолжением равновесий на всем интервале времени. 
· Равновесия в построенной модели существуют, эффективны и исчерпывают все множество сильно эффективных траекторий 5.2.1. Равновесия допускают функционирование убыточных фирм, в частности фирм с постоянными издержками. 

· Равновесия в модели существенно не единственны. Поскольку в условиях совершенной конкуренции доходности всех активов у всех агентов одинаковы, им безразлично, куда вкладывать средства, 4.2.2. Мы рассматриваем эту неединственность как прообраз, базу для описания механизма движения капитала в моделях, где доходность активов может быть разной. Построенная модель содержит также прообраз банков, как фирм без производства, 5.1.3.
· На равновесной траектории возникает естественный показатель состояния агента – капитал, 6.1.1, 6.3 . Капитал агента неотрицателен и в конце обращается в нуль, он растет за счет доходности и убывает за счет «полезных расходов агента»: дивидендов для фирмы и потребительских расходов собственника. В финансовом балансе капитал занимает позицию собственных средств агента. Хотя капитал в модели определяется как дисконтированная сумма будущих полезных расходов, в однородном случае капитал фирмы удается представить как нераспределенную прибыль, если правильно переоценивать основные и оборотные фонды.

· В однородном случае задачи всех агентов приводятся к одной форме: агент максимизирует свою капитализацию при заданной извне временной пропорции полезных расходов. Для собственника эта пропорция определяется рынком с учетом индивидуальных различий в потребительских предпочтениях. Для фирмы («собственности») эта пропорция в явном виде задается собственником.

ЧАСТЬ III
Межвременное равновесие в моделях системного анализа развивающейся экономики

Глава 7 Общая задача агента 

7.1 Обобщение задачи агента в однородной регулярной модели межвременного равновесия с капиталом

7.1.1 Исходная задача

Здесь мы, 
Как было показано в Части II, и задача фирмы и задача собственника в однородной регулярной модели межвременного равновесия с капиталом сводятся к отысканию регулярного решения следующей дискретной задачи оптимального управления:

· Максимизировать 

· Капитализацию  (линейный функционал)
· по 

· экстенсивным переменным (потокам и запасам продуктов и денег),

· постоянному курсу капитала.

· при заданных

· интенсивных переменных (ценах, процентах, курсах)

· начальных запасах,

· программе относительных изменений капитала во времени
· при ограничениях (выпуклых, линейно-однородных)

· финансового баланса, (динамическое)
· кредитоспособности (терминальное)
· технологии, (могут включать динамические ограничения материального баланса и статические бюджетные ограничения).
Капитализация [image: image1316.wmf]aa
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, умноженный на номинальные обязательства агента  [image: image1318.wmf]a
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. Ее оптимальное значение – это начальное значение капитала агента [image: image1319.wmf]a
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. Капитал (собственный, в составе пассивов агента) – это «хорошие» обязательства агента, т.е. обязательства, выплаты по которым агент стремится максимизировать. Остальные обязательства (например, долги [image: image1320.wmf]m
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) – это «плохие» обязательства. Выплаты по ним мешают агенту достигать своей цели так, что выплаты по «плохим» обязательствам агенту выгодно уменьшать. Капитал фирмы – это ее обязательства перед собственниками. Собственники и задают программу (временные пропорции) изменения капитала фирмы. Капитал собственника – это его обязательства перед собой по будущему потреблению. Программа относительного изменения потребительских расходов со временем определяется ожидаемой конъюнктурой рынка и индивидуальными вкусами собственника.
Капитал у агентов должен быть неотрицательным в течение всего процесса. Разница между капиталом фирмы и капиталом собственника в рассмотренном равновесии в том, что выплаты по капиталу у собственника (потребительские расходы) строго положительны, а у фирмы могут быть и отрицательными (привлечение капитала). 
7.1.2 Направления обобщения задачи агента

Напомним общую схему проектируемой модели неидеального временного равновесия (см. раздел 2.5.3): Имеется несколько агентов. Поведение определяется решением задачи оптимизации, параметрами которых служат общие для всех агентов информационные переменные типа цен, курсов, процентов. Величины этих информационных переменных определяются из требования разрешимости задач всех агентов и сбалансированности в строго определенном смысле их решений.
На основании исследования конкурентных равновесий хочется выделить класс задач оптимизации с одной стороны содержащий задачи агентов в конкурентном равновесии и качественно подобный им, а с другой – достаточно широкий, чтобы описывать специфические ситуации в реальной экономике. Разумеется, подобное обобщение – это чисто индуктивная процедура. Она отражает компромисс между стремлением, с одной стороны, охватить как можно более широкий круг вопросов, исследовавшихся в рамках системного анализа развивающейся экономики, а с другой – максимально стандартизировать задачу и сделать ее «решаемой». В результате проб и ошибок мы пришли к следующим выводам относительно того, какие свойства задачи раздела 7.1 стоит сохранить, а какими можно и нужно пожертвовать при обобщении 

· Дискретное время – заменяем на непрерывное. Оптимизационные задачи в дискретном времени корректно ставятся, но после этого не упрощаются аналитически. Кроме того, модели системного анализа развивающейся экономики написаны в непрерывном времени. Вопрос о том, в каком времени надо описывать экономику – в дискретном или непрерывном – когда-то активно дискутировался, но сейчас уже не ставится. Стало ясно, что оба варианта суть довольно грубые приближения к реальности. Дискретные описания ближе к статистическим данным, но привносят в модель излишнюю синхронизацию и не позволяют различать потоки и запасы. Непрерывные описания четко различают потоки и запасы, но часто делают запасы ненужными. Лучше всего, по нашему мнению, описание экономических процессов как случайных последовательностей дискретных операций [17], но это описание в большинстве случаев слишком сложно.

· Вид ограничений – конечномерные точечные. Считаем, что возможности агента можно описать конечным числом ограничений (равенств и неравенств) на управления агента и их производные, которые должны выполняться почти всегда, и терминальным ограничением, которое обсудим в следующем пункте. Грубо говоря, в общей задаче агента мы будем рассматривать непрерывный аналог балансовых и технологических ограничений, рассмотренных в разделе 6.4. Не одномоментные ограничения, например интегральные, в моделях системного анализ экономики не встречались. Встречались, правда, уравнения с переменным запаздыванием [51], но в контексте межвременных равновесий мы их пока обсуждать не рискуем. 

· Абсолютная ликвидность денег – отбрасываем. В равновесии все расчеты осуществляются через единственный финансовый актив [image: image1321.wmf]a
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 с доходностью [image: image1322.wmf]t
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. Этот актив абсолютно ликвиден в том смысле, что никаких ограничений на величину запаса [image: image1323.wmf]a
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 нет. При описании реальных ситуаций, когда мы пытаемся описать «трения» в финансовой системе ограничениями ликвидности и риски – ограничениями резервирования, появляется много финансовых требований и обязательств, а их ликвидность оказывается ограниченной. Поэтому среди управлений выделяем не вполне ликвидный актив «деньги», запас которого обозначаем через [image: image1324.wmf]A

. Он выделен тем, что «деньгами» и только ими агент платит те «полезные расходы», которые он максимизирует. Остаток этого актива должен быть неотрицательным. Остальные финансовые активы пока не отличаем от материальных. 

· Ограничение кредитоспособности (терминальное) – обобщаем. При анализе равновесия исходное бюджетное ограничение превратилось в одно терминальное ограничение кредитоспособности [image: image1325.wmf]T
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. А что делать, когда активов много? Ответ не очень ясен. Надо еще помнить, что в непрерывных задачах часто нужно фазовое ограничение учитывать и как терминальное, чтобы двойственные переменные к фазовому ограничению были функциями, а не мерами. 

Попробуем поставить одно однородное терминальное ограничениеxe "терминальное ограничение" на линейную комбинацию активов. Чтобы это ограничение напоминало ограничение кредитоспособности, положим в этой линейной комбинации единицей коэффициент при деньгах [image: image1326.wmf]A

. 

Сразу скажем, что мы не придаем большого значения выбору коэффициентов этой линейной комбинации. Мы рассчитываем на то, что, либо конкретные их значения окажутся несущественными при рассмотрении достаточно больших горизонтов планирования, либо эти коэффициенты однозначно определятся через другие параметры требованием разрешимости задачи агента и существования равновесия. 
· Однородность задачи – сохраняем, но не совсем. Задачи агентов в идеальном межвременном равновесии становятся единообразными, когда они однородны. Кроме того, однородность гарантирует возможность сбалансированного роста, а динамическая модель без сбалансированного роста не имеет опорных точек для исследования. Часто, бывает, однако, что модель в целом однородна, но задачи агентов в ней не однородны, потому что агенты ставят друг другу ограничения на экстенсивные переменные (квоты, лимиты и т. п.). При наличии таких ограничений остается только более слабое свойство «аффинной» однородности (однородности с точностью до сдвига, см. ниже раздел 8.4.1).

Впрочем, однородность мы используем не сразу, а только, начиная с главы 2.
· Вогнутость задачи – сохраняем. Вогнутость надо оставить, иначе не решить задачу. Заметим, что в вогнутой задаче ограничения-равенства, в том числе дифференциальные уравнения, могут быть только линейными. 

Впрочем, в моделях строгими равенствами являются лишь балансы, а они как раз линейны. Все остальные условия деятельности агента можно описать неравенствами, если разрешить агенту выбрасывать то, что он купил, и платить за купленное больше, чем просят. Невыпуклые задачи обычно возникают из описания монопольных рынков
. Так что задачу, которую мы анализируем ниже, надо рассматривать, как описание поведения агента, принимающего, а не назначающего цены (price taking). Это предположение еще не приводит автоматически к модели идеального рынка, поскольку оставляет возможность описания транзакционных издержек, ограничений ликвидности, резервирования и неравновесных цен. 

Выпуклая задача становится формально невыпуклой, если вместо исходных экстенсивных управлений ввести их пропорции, т.е. уже интенсивные управления. Что делать в этом случае частично указано в Дополнении к главе 7.
· Максимизация капитализации – сохраняем, но с оговорками. Этот простой функционал оказывается достаточным для описания агентов в конкурентном равновесии. По сути дела это есть следствие однородности. Максимизация однородного (любой степени) функционала при линейно-однородных ограничениях сведется к максимизации амплитуды при заданной временной структуре. Функционал этот позволяет легко описывать иерархические отношения агентов и содержательно похож на правду. 

В идеальном случае капитал вычисляется как приведенные (дисконтированные) будущие полезные расходы. Эту величину в равновесии легко вычислить, поскольку коэффициентом дисконтирования во всех случаях служит единый для всех агентов процент [image: image1327.wmf]t

r

. В неидеальном случае, когда деньги не вполне ликвидны, единого процента нет. Поэтому сначала рассмотрим случай положительной программы расходов, когда величина капитала несущественна, а потом будем особо разбираться с общим случаем.

· Регулярность решения – усиливаем, требуя существования хороших двойственных переменных ко всем ограничениям. Требование регулярности решения было существенным элементом рассмотренной в Части II конструкции межвременного равновесия с капиталом. При обобщении мы даже усилим условия регулярности решения. Именно, мы потребуем существования (в непрерывной задаче) двойственных переменных – функций (а не мер) ко всем ограничениям. 

Разумеется, мы не будем требовать положительности всех двойственных переменных к неравенствам (активности всех неравенств), иначе невозможно описать различные режимы. Требование положительности двойственной переменной оказывается существенным только для терминального ограничения.

7.1.3 Система обозначений

Задача формулируется в непрерывном времени на отрезке «будущего времени» [image: image1328.wmf][
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. Ниже используется иная, чем в Части II, система обозначений: 

· Простые греческие и латинские буквы обозначают скаляры. 

· Жирные латинские и греческие буквы обозначают векторы и матрицы различных размерностей. Произведение последних – это матричное произведение. Согласование размерностей, в том числе различение векторов-строк и векторов-столбцов, происходит по форме их вхождений в соотношения. Размерность вектора [image: image1329.wmf]v

 обозначается [image: image1330.wmf](

)

dim

v

. 

· Нижний правый индекс обозначает компоненту вектора. Используются векторные индексы, выделяющие группу компонент вектора
. Если, например, [image: image1331.wmf]x
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 – векторы одной размерности, и в составе [image: image1333.wmf]x

 выделена группа компонент [image: image1334.wmf]y
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 обозначает соответствующую группу компонент вектора [image: image1337.wmf]p

. Аналогично обозначаются подматрицы, отвечающие группам компонент.

· Верхний правый индекс отвечает агенту. Ниже всегда будет рассматриваться модель одного агента, и величины с индексом агента отвечают его управлениям. 

При решении оптимизационных задач мы не различаем собственно управлений и фазовых переменных, считая дифференциальные уравнения ограничениями-равенствами. Двойственные переменные, возникающие в процессе решения задачи, тоже помечаем индексом агента. При обсуждении содержательных вопросов фазовые переменные, т.е. переменные, входящие в ограничения с производными, называем запасамиxe "запас:в общей задаче агента".

· Величины без индекса – это параметры или информационные переменные. Те и другие считаются заданными при решении задачи. 

· Величины с чертой сверху считаются постоянными по времени. Все остальные величины (управления, параметры, двойственные переменные), вообще говоря, являются функциями времени. Производная по времени обозначается точкой.

7.1.4 Формальная постановка общей задачи агента

Двигаясь в указанных направлениях обобщения задачи раздела 7.1, приходим к следующей формальной постановке общей задачи агента.
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где 
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 – измеримая и ограниченная по  [image: image1357.wmf]t

 и 

и гладкая вогнутая при каждом [image: image1358.wmf][

]
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.
В соответствии с требованиями раздела 7.1.2 из общего списка запасов агента [image: image1359.wmf]a

x

 выделены особо деньги, из запаса которых [image: image1360.wmf]a

A

 выплачиваются полезные расходы [image: image1361.wmf]a

qp

. Программу [image: image1362.wmf](
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t

p

 мы пока считаем положительной, а постоянная [image: image1363.wmf]K

 введена пока чисто формально как множитель, обеспечивающий разумную размерность двойственных переменных. Аргументом функции [image: image1364.wmf](,,,)

t

g,

gggg

 в 7.2.7(7.4)

 мы считаем не курс 
 сам по себе, а поток 
, поскольку ограничения относятся, как правило, именно к потокам (см. ниже раздел  GOTOBUTTON ZEqnNum693337  \* MERGEFORMAT ).

Соотношения 0(7.3)

. Ниже, в разделе (7.3)

 и членов, пропорциональных 
, в (7.2)

, (7.4)

 – это по существу самые общие одномоментные ограничения, совместимые с требованием вогнутости и требованием выделения скалярного потока полезных расходов, поскольку старшие производные и дифференциальные неравенства легко исключить, вводя дополнительные переменные. Формально для полной общности не хватает только свободных членов в (7.2)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum344305  \* MERGEFORMAT , мы объясним, почему эти члены не имеет смысла рассматривать в модели, описывающей поведение агента. Заметим, что пока мы не требуем однородности задачи агента. 
Может вызвать удивление, что, отбросив почти всю специфику задачи агента в идеальном равновесии, мы сохраняем условие постоянства курса [image: image1368.wmf]a

q

, хотя естественный реальный аналог этой величины – курс акций фирмы – величина весьма изменчивая. Нам представляется, что в детерминированном межвременном равновесии, где «все всё точно знают», курс акций должен быть постоянным. Об этом же говорит и Часть I  Утв. 5.4.1.1 о преемственности равновесий. Представляется, что изменение курса можно описать только в рамках стохастической модели, где текущий курс будет неким условным ожиданием, которое будет меняться в зависимости от реализации тех или иных сценариев развития случайного процесса. Намек на такую возможность содержится в утверждении о необратимости равновесной динамики в детерминированном случае (см. Часть I  5.4.1).
Подчеркнем, что параметры [image: image1369.wmf]()
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, как и функции [image: image1374.wmf](,,,)
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, для разных агентов [image: image1375.wmf]a

 могут быть различными. Более того, различие в форме ограничений и отличает одного агента от другого. Мы, однако, не отмечаем это различие обозначениями, поскольку будем иметь дело с одним агентом. Надо также помнить, что часть параметров – это информационные переменные равновесия (цены, проценты), которые, напротив, для всех агентов одинаковы. Вопросы содержательной интерпретации параметров задачи 0(7.5)

 частично обсуждаются в разделе (7.1)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum353629  \* MERGEFORMAT , а конкретный пример приводится в главе 3. 
7.2 Интерпретация ограничений общей задачи агента

7.2.1 Задача агента и каноническая форма модели

Система 2.4.1(7.5)

 была написана просто как наиболее общая система, удовлетворяющая априорным требованиям. Надо провести специальный анализ, чтобы сопоставить ее составные части с канонической формой (см. раздел (7.2)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum798095  \* MERGEFORMAT ). Основная проблема состоит в том, что при записи одной и той же модели в канонической форме и в форме оптимизационной задачи возникают большие расхождения, поскольку эти записи преследуют разные цели. В канонической форме ради структурной четкости вводятся явно лишние переменные. В оптимизационной задаче ради технического упрощения исключаются даже вполне осмысленные переменные. Тем не менее, кое-что можно сказать о возможных интерпретациях соотношений системы в простом случае когда

· Имеется одно платежное средство;
· Управлениями агента служат экстенсивные переменные типа потоков и запасов, а не интенсивные переменные типа цен. (Об интенсивных переменных типа пропорций см. дополнение к главе 7).

Интерпретация переменных поможет нам оценить относительную величину и знаки некоторых коэффициентов в ограничениях (7.5)

. 
(7.2)

 - 
7.2.2 Деньги и основной финансовый баланс

Начнем с обсуждения смысла выделенного дифференциального уравнения финансовый баланс: основной ,cash-flow"(7.2)

 тогда следует интерпретировать как основной финансовый баланс в потоках cash-flow(7.2)

. Формально переменная 
 – запас денег – выделена только тем, что из этого запаса выплачиваются полезные расходы 
. Если деньги в модели одни, то ими может быть только 
. Уравнение  GOTOBUTTON ZEqnNum849950  \* MERGEFORMAT  [21]. 
Параметр [image: image1379.wmf]a

 – номинальная доходностьxe "доходность: денег, номинальная" денег. Обычно деньги, как всеобщее базовое платежное средство, имеет нулевую номинальную доходность, и тому есть глубокие причины [52]. Однако в рамках модели одного агента возможность расчетов доходным активом ничему не противоречит и даже часто используется (кредитная линия, кредитная карточка).

Остальными составляющими основного финансового баланса служат [21]:

· Платежиxe "платежи: за продукты и ресурсы" за продукты и ресурсы, положительные или отрицательные в зависимости от того, продает или покупает агент данный продукт или ресурс.
· Трансфертыxe "трансферты" – платежи, связанные не с отношениями обмена, а с отношениями собственности (дивиденды), власти (налоги, взятки, отступные рэкетирам), социальной ответственности и солидарности (пенсии, пособия, стипендии). 
· Процентные платежиxe "платежи: процентные" за запасы доходных активов, например, полученных и выданных займов.
Дивиденды, выплаченные агентом, учтены у нас членом [image: image1380.wmf]a

qp

 в 7.2.4(7.2)

, а остальные трансферты и все платежи описываются, как правило, слагаемыми суммы 
, как это подробнее разъяснено ниже в разделе  GOTOBUTTON ZEqnNum849950  \* MERGEFORMAT  . Процентные платежи зависят от запасов и, как правило, описываются слагаемыми суммы [image: image1382.wmf]a

rx

 в 7.2.5(7.2)

, см. раздел  GOTOBUTTON ZEqnNum849950  \* MERGEFORMAT .
Можно отметить еще одно наблюдаемое свойство денег как платежного средства: лишние деньги не мешают. Это означает, что запас денег не требует ни технологического, ни финансового обеспечения. Например, среди ограничений списка [image: image1383.wmf]0
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 должно быть ограничение [image: image1384.wmf]a
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, может быть ограничение ликвидностиxe "ограничение ликвидности: денег" типа [image: image1385.wmf]aa
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, но не может быть ограничения [image: image1386.wmf]...
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 Это соображение формально можно выразить в виде предположения
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7.2.3 Балансы

Теперь рассмотрим остальные дифференциальные уравнения баланс: в общей задаче агента"(7.3)

. Как показывает опыт, динамические уравнения в описании агента возникают либо как описание инерции факторов производства, либо как балансовые уравнения GOTOBUTTON ZEqnNum808251  \* MERGEFORMAT . Соответственно список фазовых переменных [image: image1388.wmf]a

x

 распадается по терминологии канонической формы на список внутренних переменныхxe "переменные: внутренние" [image: image1389.wmf]a

m

, о которых пойдет речь в разделе 0, и список собственно запасов [image: image1390.wmf]a

b

, изменение которых описывается балансовыми уравнениями.
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К балансовым уравнения относится и основной финансовый баланс (7.2)

. 

Исходно балансовые уравнения выделяются присутствием обменных членов вида [image: image1392.wmf](

)

abaab

iii

b
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, описывающих связи данного агента с другими агентами (см. [21], а также раздел 6.4). 

В канонической форме модели балансы записываются в чистом виде: «скорость изменения запасов равна алгебраической сумме потоков». При такой записи правые части уравнений для  [image: image1393.wmf]a
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 и [image: image1394.wmf]a
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&

 содержат только члены вида [image: image1395.wmf]a

py

 и [image: image1396.wmf]a

by

Py

, соответственно, причем коэффициенты [image: image1397.wmf]p

, [image: image1398.wmf]by

P

 могут быть равны только [image: image1399.wmf]0

, [image: image1400.wmf]1

 или [image: image1401.wmf]1

-
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При чистой записи балансов операция, например, покупки продукта [image: image1402.wmf]i

 за деньги по цене [image: image1403.wmf]i

p

 описывается следующим образом: В составе списка управлений [image: image1404.wmf]a

y

 выделяются поток покупок [image: image1405.wmf]a

i

h

, который увеличивает запас продукта, и поток платежей [image: image1406.wmf]a

i

H

, который уменьшает запас денег, а в список смешанных ограничений [image: image1407.wmf]g

 включается условие, что платить за [image: image1408.wmf]i

h

 надо не меньше, чем [image: image1409.wmf]a
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Такая подробная запись позволяет четко классифицировать соотношения и коэффициенты, но очень неудобна при решении оптимизационных задач. Управлений становится много, а исследование содержательных вопросов тонет в доказательстве банальностей, вроде той, что агент не будет платить больше, чем нужно. При решении и обсуждении оптимизационных задач потоки типа потоков платежей удобно исключить, считая выполненными очевидные равенства [image: image1413.wmf]aa

iii

Hph

=

. Тогда в правых частях балансов появляются нетривиальные коэффициенты, смысл которых становится тем менее ясным, чем больше сделано исключений переменных. 

Все же, считая, что исключения переменных сделаны в разумных пределах, и апеллируя к типичным случаям, можно предложить некоторую интерпретацию коэффициентов и переменных в уравнениях (7.3)

, которая и приводится ниже. (7.2)

, 
7.2.4 Потоки обмена и трансферты: цены
В моделях равновесия обмены описываются как обезличенные потоки обмена [image: image1414.wmf]a

i

h

 блага или обязательства [image: image1415.wmf]i

 на деньги. Встречный поток денег считается пропорциональным потоку блага или обязательства, а коэффициент пропорциональности [image: image1416.wmf]i

p

 называется ценойxe "цена: в общей задаче агента" или курсом и считается для агента величиной заданной. В результате в уравнении баланса денег (7.2)

.
(7.2)

 появляется слагаемое 
 в составе суммы 
 в 
Кроме платежей, в основной финансовый баланс, как уже говорилось, входит еще и сумма трансфертов. Проще всего считать, как это и предлагает каноническая форма, что трансферты [image: image1419.wmf]a

t

 выражаются в деньгах и поэтому входят в состав суммы [image: image1420.wmf]a

py

 в (7.3)

 трансферты не входят.
(7.4)

. В уравнения же (7.2)

 с коэффициентами 
. Правила определения величины трансфертов, например, правила начисления налогов, тогда должны быть включены в состав смешанных ограничений 
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Будем считать, что список управлений [image: image1423.wmf]a

y

 разбит на списки
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· потоков обмена [image: image1425.wmf]a

h

;

· трансфертов [image: image1426.wmf]a

t

;
· источников и стоков [image: image1427.wmf]a

z

 (к ним относятся потоки производства, потребления и затрат в балансе (II.4.33));
· внутренних потоков [image: image1428.wmf]a

v

 в уравнениях для внутренних переменных [image: image1429.wmf]a

m

.

Соответственно смыслу этих потоков в балансе 
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Некоторые из цен [image: image1435.wmf]h

p

 имеют смысл курсов ценных бумаг (см. следующий раздел). 

Читатель, который перестал понимать, о чем идет речь, может посмотреть описание ограничений агентов в примере, рассматриваемом в главе 9. Мы не можем привести этот пример прямо здесь потому, что по причинам достаточно веским, изложенным в начале главы 9, стиль написания формул и система обозначений в главе 9 снова изменяется.
7.2.5 Материальные активы и финансовые инструменты: доходности

Список запасов [image: image1436.wmf]a

b

 (см. материальные активы"(7.7)

) обычно можно разделить на запасы материальных активов GOTOBUTTON ZEqnNum101012  \* MERGEFORMAT  [image: image1437.wmf]a

q

и запасы финансовых инструментовxe "финансовые инструменты" [image: image1438.wmf]a

s

.
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Типичный финансовый инструмент – это ссуда. В простейшем случае в системе (7.3)

 одалживание денег описывается как покупка кредитором долговых расписок по единичной цене 
(7.2)

 - 
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Отвечающий долгу запас [image: image1442.wmf]a

i

s

 – это сумма непогашенных расписок. Долги, выданные на разных условиях, описываются как разные компоненты вектора [image: image1443.wmf]a

s

. 

В случаях более сложных, чем 21(7.11)

, финансовые инструменты продаются не по единичной цене (номиналу), а по курсу, отличному от единицы. Такие инструменты называются ценными бумагами. Важно, однако, что во всех случаях балансы финансовых инструментов замкнуты – не содержат источников и стоков [ GOTOBUTTON ZEqnNum627348  \* MERGEFORMAT ]. Это означает, что
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Запасы ссуд (инструментов-требований) у агентов-кредиторов в целом по экономике растут за счет роста запасов инструментов-обязательств у агентов-должников. Динамика обязательств в простейшем случае описывается уравнениями, аналогичными (7.11)

, но со знаком «+» у члена 
 во втором уравнении.
Наличие запасов финансовых инструментов [image: image1447.wmf]a

s

 обычно связано с выплатой или получением процентных платежей. Запасы материальных активов [image: image1448.wmf]a

q

 и, тем более, внутренние переменные [image: image1449.wmf]a

m

 не порождают денежных потоков
. Поэтому в (7.2)
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 доходности (процентыxe "процент: в общей задаче агента")
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Финансовый инструмент [image: image1453.wmf]i

 становится платежным средством, когда возникают прямые (без промежуточного обмена на деньги) платежи этим инструментом за материальные или финансовые потоки. Элемент матрицы [image: image1454.wmf]ij

R

 в этом случае выражает проценты, уплаченные за инструмент [image: image1455.wmf]j

 инструментом [image: image1456.wmf]i

, а отношение элементов матрицы с обратным знаком [image: image1457.wmf](
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 – цену потока [image: image1458.wmf]j

y

 в единицах инструмента [image: image1459.wmf]i

. 

Впрочем, даже в случае одного платежного средства иногда естественно исчислять доходность некоторого финансового инструмента [image: image1460.wmf]i

 не в деньгах ([image: image1461.wmf]i

0

=

r

), а в самом этом инструменте ([image: image1462.wmf]i

i

0

¹

R

), как это, например, делается при расчетах по кредитной линии. Такая ситуация фактически сама собой возникла уже при анализе идеального равновесия. Вложения собственника в капитал фирмы [image: image1463.wmf]nm

t

K

, несомненно, являются одним из финансовых инструментов собственника, а они растут с доходностью [image: image1464.wmf]t

1

r-

.

7.2.6 Внутренние переменные

Типичные внутренние переменные [image: image1465.wmf]a

m

 – это производственные мощности и другие конечномерные свертки предыстории капиталовложений. Поскольку эти величины отражают технологические связи, в рамках моделей неидеального временного равновесия, где явная зависимость от времени в основном связана с прогнозами конъюнктуры, коэффициенты уравнений для [image: image1466.wmf]a

m

 можно считать постоянными

[image: image1467.wmf]const
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m,x

R

, [image: image1468.wmf]y

const

»

m,

P

, [image: image1469.wmf]const

»

m

α

.

Можно также из самых общих соображений высказать определенные утверждения о подматрицах [image: image1470.wmf]s

m,

R

,[image: image1471.wmf]m

α

, [image: image1472.wmf]h

m,

P

. По смыслу коэффициенты [image: image1473.wmf]s

m,

R

,[image: image1474.wmf]m

α

 выражают материальные издержки на хранение инструментов [image: image1475.wmf]s

 и денег (например износ чемодана, в котором носят деньги), а [image: image1476.wmf]h

m,

P

,[image: image1477.wmf]t

m,

P

 – издержки на обмен (например, затраты труда на пересчет денег). Фактически в макромоделях экономики такие издержки никогда не учитываются, и, как будет видно ниже, требование малости, по крайней мере, издержек [image: image1478.wmf]m

α

 существенно для того, чтобы задача агента имела экономически осмысленное решение

[image: image1479.wmf]h

m,

P

,[image: image1480.wmf]t
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,[image: image1481.wmf]m
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7.2.7 Смешанные ограничения

Перечислим типичные составляющие списка ограничений [image: image1483.wmf]g

. Они включают те институциональные ограничения, которые делают равновесие неидеальным:

· Ограничения неотрицательности запасов. Обязательно [image: image1484.wmf]a

A0

³

 и, возможно, [image: image1485.wmf]a

i

0

³

b

. Бывает и [image: image1486.wmf]a

i

0

-³

b

, если [image: image1487.wmf]i

 – это обязательство, описанное как отрицательный запас.

· Ограничения ликвидности. [image: image1488.wmf]aa
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b

Τy

, [image: image1489.wmf]aa
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³
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 и такое же ограничение на поток полезных расходов [image: image1490.wmf]()

a

t

qp

. Ограничениями ликвидности в непрерывных моделях выражают тот факт, что платежи и поставки продукта осуществляются конечными порциями, поэтому, чтобы обеспечить средний по времени расход [image: image1491.wmf]a

i

y

 актива [image: image1492.wmf]i

, надо иметь в среднем достаточный его запас.

· Ограничения издержек хранения, выбытия запасов или налогов на имущество [image: image1493.wmf]aa

³

y

Μb

. 

· Ограничения резервирования [image: image1494.wmf]aa

³

b

Ξb

. Этими ограничениями описывается обычно страхование рисков, которое в детерминированных моделях, а часто и в законодательстве, задается нормативно.

· Собственно технологические ограничения [image: image1495.wmf](,,,)

0

³

Gqmzv

, которые явно от времени, как правило, не зависят. 

Кроме перечисленных выше ограничений, выражающих связь потоков и запасов, в списке [image: image1496.wmf]g

, как правило, присутствуют и разнообразные ограничения, выражающие связи потоков [image: image1497.wmf]a

y

, [image: image1498.wmf]()

a

t

qp

 между собой. Подчеркнем, что параметры [image: image1499.wmf]Τ

, [image: image1500.wmf]τ

, как правило, зависят от цен и процентов. 

Нам важен знак величины [image: image1501.wmf]¶

¶qp

g

. Статические ограничения на [image: image1502.wmf]a

q

 наиболее естественно возникают либо как ограничение ликвидности 

[image: image1503.wmf]aa
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либо как выражение налога на прибыль. Налог на прибыль можно описать в рамках системы (7.4)

 в виде 
(7.2)

 с 
 и в ограничения (7.4)

 как трансферт 
, который входит в сумму 
 в (7.2)

 - 
[image: image1507.wmf]aa
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где [image: image1508.wmf]n

 – ставка налога.
И ограничение (7.15)

 дают 
. Вообще, странно в модель включать ограничение снизу на постоянную вдоль траектории величину 
, которую агент хочет увеличить – такое ограничение вряд ли будет активным на решении. Ограничения ведь ставятся не на курс 
 сам по себе, а на весь поток расходов 
, где 
 – задано. Тогда, увеличивая 
 ради увеличения функционала, агент должен в случае общего положения «оторвать» траекторию 
 от ограничений на нее снизу. По этим причинам, когда это будет важно, будем считать, что 
(7.14)

, и ограничение 
[image: image1516.wmf]0
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7.3 Регулярные решения общей задачи агента
7.3.1 Определение регулярного решения
Принципиально, что мы ищем не любое решение задачи (7.1)

, а только регулярное решение, т.е. решение, которому соответствуют достаточно регулярные двойственные переменные. Чтобы дать точное определение, введем следующие обозначения 
· [image: image1517.wmf]f

S

 – множество измеримых ограниченных вектор-функций [image: image1518.wmf][

]
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f
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;

· [image: image1519.wmf]Ì

ff

++

SS

 – множество неотрицательных вектор-функций из [image: image1520.wmf]f

S

;

· [image: image1521.wmf]f

A

 – множество абсолютно непрерывных ограниченных вектор-функций [image: image1522.wmf][

]
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)
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¡

, т.е. множество первообразных от функций из [image: image1523.wmf]f

S

.

Лагранжианxe "лагранжиан" задачи пространство управлений"(7.5)

 – это функционал, заданный на пространстве управлений(7.1)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum353629  \* MERGEFORMAT  
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для каждого набора двойственных переменныхxe "двойственные переменные" [image: image1525.wmf],(),(),()
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Интегрированием по частям лагранжиан (7.17)

 приводится к более удобному виду
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Сюда не входят производные управлений, поэтому при работе с выражением (7.18)

 надо всегда помнить, что управления 
 и 
 принадлежат разным классам гладкости.

Регулярным решениемxe "регулярные решения: общей задачи агента" задачи (7.5)

 называется пара 
(7.1)

 - 
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удовлетворяющая условиям:
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}

Argmax()

a

a

a

Î

Î

v

u

uLu

U

  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.20)



[image: image1535.wmf]aaaaa
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Допустимым множеством задачиxe "допустимое множество" (7.5)

 называется подмножество 
 пространства управлений 
, состоящее из наборов 
(7.1)

 - 
 [image: image1544.wmf],(),(),()
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удовлетворяющих условиям
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Утв. 7.3.1.1 О максимизации лагранжиана

Если [image: image1550.wmf],

aa

uv

 – регулярное решение задачи (7.5)

, то [image: image1551.wmf]a

u

 – решение в обычном смысле, т.е.
(7.1)

 - 
[image: image1552.wmf]{
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.

(
Доказательство. Пусть [image: image1553.wmf],

aa

uv

 – регулярное решение (7.20)

 следует, что 
. 
(7.17)

 следует, что 
. Но тогда из (7.25)

 и (7.24)

 - (7.23)

. Из (7.17)

 
. Пусть теперь 
, (7.22)

 и (7.21)

 - (7.22)

 
, а в силу (7.21)

 - (7.19)

. В силу 
(
Заметим, что в приведенном рассуждении не использовалась вогнутость лагранжиана.

7.3.2 Условия регулярной оптимальности

Утв. 7.3.2.1  О производной лагранжиана по направлению

Набор управлений [image: image1559.wmf]a

u

 является точкой максимума лагранжиана (7.20)

 тогда и только тогда, когда для любого 
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(
Доказательство. Легко видеть, что лагранжиан (7.17)

 – это вогнутый функционал на 
. Поэтому его сужение на одномерный луч – функция  
,

[image: image1564.wmf](
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тоже вогнута. Ее правая производная в нуле [image: image1565.wmf]()
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u

 совпадает с пределом в (7.26)

 и, таким образом, этот предел, конечный или бесконечный, существует.

Если этот предел положителен, то существует [image: image1566.wmf]0

e>

, для которого [image: image1567.wmf](
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, что противоречит (7.20)

, поскольку 
.

Если выполнено (7.26)

, то для любого 
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Утв. 7.3.2.2 О вариации лагранжиана 
Условие (7.26)

 выполнено тогда и только тогда, когда для любого 
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где

[image: image1573.wmf],()()(),()()(),()()()

aaaa

ttttttAtAtAt

dq=q-qd=-d=-d=-

xxxyyy


[image: image1574.wmf],(),(),()

A

q

xy

=u

ggg

, [image: image1575.wmf],(),(),()

aaaaa

A

q

xy

=u

ggg


(
Доказательство. Выражение в правой части (7.18)

 внести предел под интеграл и учесть, что 
, 
. Предел под интеграл заносится по теореме Лебега, поскольку, в силу гладкости 
, после предельного перехода под интегралом оказываются ограниченные измеримые функции. 
(7.26)

 функционала (7.27)

 (вариация лагранжиана) очевидно получится, если при вычислении производной 
Поскольку вариация линейна по [image: image1579.wmf]a

-

uu

, а пространство управлений [image: image1580.wmf]a

U

 допускает отклонения от [image: image1581.wmf]a

u

 любого знака, вариация будет неположительной, только если она тождественно равна 0.

(
Заметим, что в доказательстве существенно использовался тот факт, что максимум по [image: image1582.wmf]q

в задаче (7.5)

 ищется по открытому множеству 
.(7.1)

 - 
Утв. 7.3.2.3 О нуле ядра лагранжиана
Условие (7.27)

 выполнено для любого [image: image1584.wmf]a
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 тогда и только тогда, когда 
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п.в. на  [image: image1587.wmf][
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[image: image1588.wmf](
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п.в. на  [image: image1589.wmf][
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[image: image1592.wmf](
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Доказательство. Достаточность условий (7.32)

 очевидна. Докажем необходимость, опровергая последовательно возможность нарушения каждого из этих условий.
(7.28)

 - 
Если не выполнено (7.27)

 нарушается.
(7.28)

, то, взяв 
, отличающееся от 
 только величиной 
, получим, что 
Пусть теперь не выполнено (7.29)

 
(7.29)

. Это означает, что равенство не выполнено на множестве положительной меры хотя бы для одной из компонент 
. Тогда левая часть соответствующего уравнения в 
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представляет ненулевой элемент пространства [image: image1599.wmf][
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. Поскольку система функций 
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полна в [image: image1602.wmf][
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Возьмем [image: image1605.wmf]u

, отличающуюся от [image: image1606.wmf]a
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Построенный набор управлений [image: image1609.wmf]a
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, а значение правой части (7.27)

 не выполнено.
(7.33)

, т.е. (7.27)

 для него совпадает с интегралом в 
Аналогично доказывается необходимость условий (7.31)

.
(7.30)

, 
Пусть, наконец, не выполнено первое равенство в (7.32)

. Возьмем 
, отличающуюся от 
 только компонентой 
, причем 
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Построенный набор управлений [image: image1614.wmf]a
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 значение интегралов в правой части (7.27)

 не выполнено.
(7.27)

 для такого 
 по теореме Лебега стремится к 0, а значение внеинтегральных членов остается постоянным и равным 
, поэтому при достаточно большом 
 условие 
Аналогично доказывается необходимость второго равенства в (7.32)

.

(
Утв. 7.3.2.4  Необходимые и достаточные условия регулярной оптимальности
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Доказательство. Получается заменой условия Утв. 7.3.2.1(7.20)

 в определении регулярного решения эквивалентными ему в силу  GOTOBUTTON ZEqnNum681318  \* MERGEFORMAT , 0, Утв. 7.3.2.3 условиями (7.32)

.
(7.28)

 - 
(
7.3.3 Нормировка двойственных переменных

Предложенный в разделе 7.2.2 принцип «лишние деньги не мешают» можно трактовать и шире, чем просто выполнение неравенства (7.6)

. Двойственная переменная к деньгам 
, как известно, с точностью до знака показывает приращение оптимального значения функционала при виртуальном приращении запаса денег. Знак зависит от того, в какую сторону перенести производную при включении дифференциального уравнения в лагранжиан. Выше мы перенесли ее «правильно» – вправо, и наше 
 – это именно производная функции Беллмана агента по запасу денег. Тогда принцип «лишние деньги не мешают» можно трактовать как требование 
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 на оптимальной траектории     MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.43)


Заметим, что в силу условий трансверсальности и дополняющей нежесткости (7.43)

 всегда выполнено в конце.(7.37)

 условие (7.42)

, 
Рассмотрим уравнение (7.42)

 получается, что (ср. (II.3.10))
(7.40)

 для двойственной переменой к деньгам 
. Из него с учетом условия трансверсальности 
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Первое слагаемое здесь положительно в силу (7.13)

 удается вывести из самых общих соображений о роли денег в экономических механизмах. 
(7.43)

 будет выполнено, если знаконеопределенный член 
 достаточно мал. Как уже говорилось выше, коэффициенты 
выражают некоторые операционные издержки. Можно считать, что принцип «лишние деньги не мешают» допускает использование в качестве денег лишь таких активов, для которых 
 пренебрежимо малы. Таким образом, последнее из наблюдаемых соотношений (7.6)

). Поэтому (7.37)

, а величина 
 неотрицательна (см. 
Ниже мы просто полагаем, что
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Теперь из (7.6)

 получаем, что
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, (7.44)

, 
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Удобно отнормировать все двойственные переменные на положительную величину [image: image1649.wmf]a
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Тогда
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и условия (7.45)

 превращаются в
(7.42)

 с учетом (7.34)

 - 
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Глава 8 Капитал агента и взаимодействие агентов как управление капиталом 

8.1 Капитал в однородной задаче агента: доходность, внутренние цены и налоги.
8.1.1 Интеграл капитала

В этом разделе и в двух следующих, вплоть до раздела 8.4, предполагается, что смешанные ограничения в задаче линейно однородны 
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Утв. 8.1.1.1 Об интеграле капитала
Если задача агента однородна в смысле (8.1)

, то 

i. на оптимальной траектории выполнено соотношение
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где капиталxe "капитал: в однородной задаче агента" [image: image1673.wmf]a

W

 определяется как
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ii. Величина [image: image1675.wmf]a
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 определяется также соотношениями 
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iii. При выполнении условия (7.16)
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Доказательство. Очевидно, что величина [image: image1680.wmf]a

W

, определенная выражением (8.5)

, поскольку 
, 
, 
. 
(7.16)

 удовлетворяет (8.4)

, а при условии (8.3)

, однозначно определяется и соотношениями 
Покажем, что величина [image: image1684.wmf]aaa
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 тоже удовлетворяет соотношениям (7.55)

 следует, что
(7.51)

, (7.50)

, (8.4)

. Из 
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Подставляя сюда выражения для [image: image1686.wmf]a

 из (7.56)

, получаем 
(7.49)

 и 
 из 
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 Наконец, используя условия однородности (8.1)

, умноженные на 
, получаем 

 [image: image1690.wmf](
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В силу условий дополняющей нежесткости (7.57)

 величина 
 удовлетворяет и тому же самому краевому условию, что и 
. 
(7.53)

 и условий трансверсальности (8.4)

, а в силу терминального условия (7.52)

 на решении 
, поэтому из полученного соотношения следует, что величина 
 удовлетворяет дифференциальному уравнению вида 
(
Рассмотрим содержательный смысл баланса 7.2.7(7.16)

). Без этой поправки величина 
 была бы в точности непрерывным аналогом величины (6.29). Как уже говорилось выше в разделе (8.3)

, представляет собой дисконтированную сумму будущих дивидендов 
, увеличенную в 
 раз (см. (8.2)

, считая для определенности агента 
 фирмой или банком (а не потребителем). Правая (пассивная) сторона баланса, согласно  GOTOBUTTON ZEqnNum446472  \* MERGEFORMAT , ограничения на дивиденды [image: image1699.wmf]a

qp

 выражают обычно некие обложения распределяемой прибыли: формальные (7.14)

, возникающие в связи с необходимостью накапливать деньги на выплату дивидендов. Поэтому величины 
 можно рассматривать как фактические нормы обложения прибыли. Двойственные переменные 
 показывают, насколько эти обложения мешают фирме увеличить выплату дивидендов. Поэтому величину 
(7.15)

 или «технические» 
[image: image1702.wmf]aa
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следует интерпретировать как «истинный», «эффективный» – внутренний налогxe "внутренний налог" на прибыль, а выражение (8.3)

 приобретает смысл дисконтированных эффективных расходов на выплату максимально возможных дивидендов.

Если рассмотреть потребителя, для которого полезный поток [image: image1703.wmf]a

qp

 – это расходы на потребление, то точно также получится, что капитал потребителя – это ожидаемые дисконтированные эффективные расходы с учетом налогов, необходимости поддерживать запас наличности и т. п. 
Уравнение доходность: в общей задаче агента"(8.4)

 показывает, что величина 
 – это доходность GOTOBUTTON ZEqnNum449356  \* MERGEFORMAT  капитала, но в отличие от случая идеального равновесия, где доходность капитала всегда совпадала с процентом, одинаковым для всех агентов (см. (7.49)

).
(6.31)

), здесь доходность капитала у разных агентов, вообще говоря, разная (см. (6.5)

, 
Заметим, что в силу (7.6)

).(7.49)

), т.е. неотрицательна (см. также (7.49)

 номинальная доходность денег 
 автоматически прибавляется к доходности капитала агентов. Если доходности денег нет, а единственным ограничением на объем денег является ограничение ликвидности (
), то доходность капитала равна нормированной двойственной переменной к этому ограничению (см. 
Рассмотрим теперь левую (активную) сторону баланса (7.10)

, которые могут в данном случае различаться при покупках и продажах по разным каналам обмена (см. ниже раздел (8.2)

. Она представляет собой суммарную стоимость запасов, но исчисленную не в рыночных ценах 
,  GOTOBUTTON ZEqnNum481838  \* MERGEFORMAT ), а в двойственных переменных [image: image1708.wmf]a

ψ

%

, которые, как известно, оценивают запасы их влиянием на максимальную величину целевого функционала агента. Благодаря нормировке цена: внутренняя "(7.47)

 исходные оценки запасов 
 были приведены к текущему запасу денег, так что величины 
 приобрели смысл «истинных», «эффективных» – внутренних цен активов GOTOBUTTON ZEqnNum577384  \* MERGEFORMAT . Таким образом, и в общей задаче мы приходим к выводу, что для получения баланса, отражающего будущие возможности агента, баланс фактических поступлений и расходов надо определенным образом модифицировать, переоценивая активы. Требуемая форма переоценки рассматривается в следующем разделе.

Разумеется, величины [image: image1711.wmf]a
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 не обязаны быть положительными. Например, для запасов обязательств (см. раздел 7.2.5), как правило, [image: image1712.wmf]a
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, ибо обязательства – это «плохие» запасы. Их увеличение в начальный момент времени при прочих равных условиях уменьшает максимальное значение целевого функционала агента. Поэтому, следуя правилам бухгалтерии, которая избегает употребления отрицательных величин, и учитывая (8.2)

 следует переписать в виде(8.6)

, баланс 
[image: image1713.wmf]aaaaaa
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В пассивной части теперь появляются привлеченные средства [image: image1715.wmf]aa

ii

i
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ψx

%

 и собственные средства [image: image1716.wmf]a

W

, которые должны быть неотрицательными.
8.1.2 Балансовая прибыль 

Капитал [image: image1717.wmf]a

W

 (собственные средства), как и в идеальном случае (см. (II.4.68)), можно выразить не только как ожидаемые в будущем дивиденды, но и как нераспределенную балансовую прибыль. Это выражение и покажет переоценки, которые нужно произвести, чтобы перейти от баланса фактических поступлений и расходов в прошлом к идеальному балансу будущих возможностей (8.7)

. 

Дифференцируя (7.51)

, получаем
(7.50)

, (8.2)

 и используя выражения для производных прямых переменных 
[image: image1718.wmf]aaaaaaaaaaaaaaaa
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Предположим, что переменные допускают классификацию (7.9)

. Тогда
(7.7)
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Учитывая, (7.13)

 получаем
(7.12)

, (7.10)

, (7.8)

, 
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Чтобы разобраться в смысле этого выражения, выделим в нем вклады отдельных активов. Потоки из списков [image: image1721.wmf]a

h

, [image: image1722.wmf]a

z

 (см. (7.9)

) в типичном случае входят в правые части балансовых уравнений (уравнений для 
) с коэффициентами 
. Кроме того, разные балансы одного агента относятся к разным активам, поэтому набор потоков в каждом балансовом уравнении свой.  Это означает, что
Подматрицы [image: image1725.wmf],

hz

b,b,

PP

 состоят из  [image: image1726.wmf],,

011

-

,   и их строки дизъюнктны. 

Такие подматрицы задают разбиение списков потоков [image: image1727.wmf]a

h

 и [image: image1728.wmf]a

z

 на непересекающиеся группы [image: image1729.wmf]()
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, [image: image1730.wmf]()
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 потоков, относящихся к активу [image: image1731.wmf]i
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Используя эти разбиения, из (8.8)

 можно выделить вклад отдельного актива 
 в прирост капитала
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Имея в виду, что [image: image1738.wmf]a

b

ψ

%

 – это внутренние цены активов, т.е. истинные цены с точки зрения данного агента, получаем, что в (8.9)

: 

· [image: image1739.wmf]a
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 – добавленная стоимость от финансовыхxe "добавленная стоимость" операций с активом [image: image1740.emf]i
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, поскольку [image: image1741.wmf][
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 – это нормы получаемых, а [image: image1742.wmf][
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 выплачиваемых процентов (см. (7.12)
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· [image: image1743.wmf],()
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– добавленная стоимость от производственных операций с активом [image: image1744.emf]i
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: слагаемые с[image: image1745.wmf],
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bk

1

=-

P
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 – добавленная стоимость от торговых операций с активом [image: image1751.emf]i
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: [image: image1752.emf]()
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 – рыночная цена, [image: image1753.wmf]a
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 – внутренняя цена, а [image: image1754.wmf],
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 – продажи, и [image: image1756.wmf],
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, когда [image: image1757.wmf]()
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 – покупки);

· [image: image1758.wmf]ii
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 – прибыль от переоценки xe " прибыль от переоценки: в общей задаче агента"запасов актива [image: image1759.emf]i
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;
· [image: image1760.wmf]mii
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 – амортизацияxe "амортизация: в общей задаче агента" запаса актива [image: image1761.emf]i




i

.

8.1.3 Ликвидные активы

В идеальном равновесии, рассматривавшемся в Части II, все агенты все продукты покупали и продавали по одним и тем же ценам, причем в любых количествах. В неидеальном равновесии это, вообще говоря, не так. Одному активу [image: image1762.emf]i




i

 может отвечать несколько каналов реализации и приобретенияxe "каналы реализации и приобретения"  [image: image1763.wmf]()
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h

, [image: image1764.wmf](
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, которым отвечают разные цены [image: image1765.wmf]()
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, а объемы реализации по которым связаны институциональными ограничениями (7.56)

). Можно выделить, однако, важный частный случай, когда внутренняя цена актива совпадает с рыночной. 
(7.4)

. В результате агент «про себя» оценивает покупки и продажи актива 
 по внутренним ценам 
, вообще говоря, отличным от всех 
 (см. 
Ликвидным активомxe " актив: ликвидный " естественно назвать тот, который можно продавать и покупать без ограничений. В рамках системы ограничений (7.3)

 в виде
(7.2)

 и в одно из уравнений (7.5)

 актив [image: image1769.wmf]i

 ликвиден, если существует поток [image: image1770.wmf]()
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h

, такой, что переменная [image: image1771.wmf]()
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 входит только в уравнение (7.2)
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Тогда, поскольку [image: image1774.wmf]()
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 при 
 получаем, что

 [image: image1777.wmf]()
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Если в уравнения (8.12)

 следует, что задача агента разрешима, только если
(8.10)

 входит еще один неограниченный поток 
 (есть более одного канала неограниченной реализации актива), то из 
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Смысл этого условия абсолютно прозрачен. Если равенство арбитраж"(7.1)

. На современном экономическом языке возможность спекуляции на разнице цен называется арбитражем(8.11)

 нарушается, агент может устроить неограниченную спекуляцию, покупая продукт по дешевому каналу и продавая по дорогому. За счет прибыли от спекуляции он сможет обеспечить сколь угодно большое значение свой капитализации  GOTOBUTTON ZEqnNum848379  \* MERGEFORMAT . Требование отсутствия арбитража 53(8.11)

 в безрисковых операциях служит существенной частью аргументации в теории финансовых рынков [ GOTOBUTTON ZEqnNum848379  \* MERGEFORMAT ].

Соотношение (8.11)

 показывает, что для ликвидного актива 
 определена цена
[image: image1781.wmf]()
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которая задается рынком и не зависит от текущего состояния агента. Именно по этой цене оцениваются запасы ликвидных активов в левой части баланса (8.7)

.

Вообще говоря, кроме каналов неограниченной реализации [image: image1782.wmf]()
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li

h

,[image: image1783.wmf]()
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 у ликвидного актива могут быть и другие каналы реализации [image: image1784.wmf]a

o

h

 с ограничениями [image: image1785.wmf]o

0

¶

¹

¶

g

h

. Соотношения (8.12)

 показывают, что ограничение сверху будет активным 
, т.е. будет ощущаться агентом как ограничение, если цена реализации по каналу с ограничением будет выше цены актива 
. Наоборот, ограничение реализации снизу чувствуется, 
, когда цена реализации ниже цены актива 
. Если все каналы реализации актива 
 неограничены, 
, то добавленная стоимость от торговли таким активом 
 нулевая.
(7.56)

, 
С точки зрения теории управления соотношение особый режим"(8.12)

 означает, что для потока ликвидного актива 
, как управления агента, реализуется особый режим GOTOBUTTON ZEqnNum574808  \* MERGEFORMAT  [54]: из условия максимальности гамильтониана (7.55)

 по заданной величине двойственной переменной.
(8.12)

. Величина 
определяется из сопряженного уравнения (7.56)

 определяется не управление 
, а двойственная переменная 
, 
Поскольку особый режим в данном случае реализуется на всем протяжении процесса, условие трансверсальности (7.57)

 для 
 оказывается лишним.

Утв. 8.1.3.1 Терминальное условие для ликвидного актива
Если для агента [image: image1798.wmf]a

 актив [image: image1799.wmf]i

 ликвиден, то его цену [image: image1800.wmf]()

i

t

p

%

 можно считать абсолютно непрерывной функцией времени, и задача (7.5)

(7.5)

 агента 
 при наличии у него ликвидного актива 
 разрешима, только если в терминальном условии (7.1)

 - 
[image: image1803.wmf]()
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(
Доказательство. Строго говоря, для ликвидного актива равенство (7.57)

. Тем самым, вторая часть утверждения доказана.
(8.12)

, (8.13)

 очевидно следует из (7.56)

). Функция 
 – абсолютно непрерывна по определению. Если 
 тоже абсолютно непрерывна, то из равенства почти всюду следует равенство всюду, и тогда (8.12)

 верно не при всех, а только при почти всех 
 (см. 
Доказательство первой части не столь формально, поскольку нам придется выйти за пределы задачи одного агента. Рассмотрим общую картину модели равновесия: имеется много агентов, и цена [image: image1807.wmf]()
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t

p
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 играет роль параметра в задачах нескольких из них. Эта цена равновесная в том смысле, что задачи всех агентов при данной [image: image1808.wmf]()
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 как минимум разрешимы. 

По крайней мере, для одного из агентов [image: image1809.wmf]a

 актив [image: image1810.wmf]i

 – ликвидный, так что [image: image1811.wmf]()
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p
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 почти всюду совпадает с абсолютно непрерывной функцией [image: image1812.wmf]()
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ψ
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. Если мы переопределим [image: image1813.wmf]()

i
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p
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 на множестве меры 0 так, чтобы равенство (7.56)

). Это и имеется в виду в первой части доказываемого утверждения.(8.12)

 было выполнено всюду и, тем самым сделаем функцию 
 абсолютно непрерывной, условия оптимальности других агентов не нарушатся (см. 
( 

Таким образом, по крайней мере, для ликвидных активов из [image: image1815.wmf]x

, вопрос о том, как задавать коэффициенты в терминальном условии (7.5)

 не возникает. Если все активы ликвидны, вид линейного терминального условия однозначно определяется требованием разрешимости задачи.
Аналогичные требования возникают и на начальные условия. Их можно получить, положив в условиях оптимальности [image: image1816.wmf]0

tt

=

 и выделив те соотношения, которые содержат фазовые переменные, но не содержат их производных.
Заметим еще, что если каналов реализации с ограничениями нет, то бывает технически удобно исключить неограниченный поток [image: image1817.wmf]()
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li

h

 из первого уравнения (8.11)

 исключатся сразу все неограниченные потоки актива 
. В правой части основного финансового баланса при этом появятся производные запасов, но это отнюдь не мешает применять технику вариации лагранжиана для решения задачи.(8.10)

 с помощью второго. При этом в силу 
8.1.4 Абсолютно ликвидные активы

Итак, ликвидные активы, – это активы, на скорость изменения запаса которых, у агента нет ограничений. Таковы запасы продуктов [image: image1819.wmf]m

t

Q

 в модели идеального равновесия (см. раздел 6.4.1). Однако, чистые сбережения [image: image1820.wmf]a

t

F

 в идеальном равновесии (раздел 4.3.2) обладают более сильным свойством: неограничены не только скорости их изменения, но и их значения. Посмотрим, к чему приведет появление таких активов в общей задаче агента.
Абсолютно ликвиднымxe " актив: абсолютно ликвидный " назовем ликвидный актив [image: image1821.wmf]i

Î

b

, для которого в задаче агента нет ограничений на запас
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Для абсолютно ликвидного актива из (8.14)

  получаем соотношение
(7.55)

, (8.12)

, 
[image: image1823.wmf]a
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которое означает, что

· при наличии хотя бы одного абсолютно ликвидного актива доходность капитала агента [image: image1824.wmf]a

r

 определяется рынком и не зависит от состояния агента; 
· при наличии абсолютно ликвидных активов задача агента разрешима, только если для всех таких активов показатели [image: image1825.wmf]ii

ii
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pp
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 совпадают.

Соотношение  53(8.15)

 представляет собой классическую формулу расчета цены бумаги, котирующейся на бирже
 [ GOTOBUTTON ZEqnNum572669  \* MERGEFORMAT ]: 

 темп роста курса + номинальная доходность, отнесенная к курсу.
Заметим, что соотношение (8.15)

 верно и для просто ликвидного актива в те периоды времени, когда на оптимальной траектории запас актива не «сидит» на ограничении. 

8.2 Номинальный капитал и окончательный вид условий оптимальности в однородной задаче
Из (7.48)

 получаем, что
(8.3)

, 
[image: image1826.wmf]()
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Хотелось бы, конечно, выбрать [image: image1828.wmf]K

 так, чтобы [image: image1829.wmf]a

1

Q=

. Тогда [image: image1830.wmf]K

можно было бы интерпретировать как начальный номинальный капитал агента. В идеальном равновесии это получалось автоматически, поскольку структура расходов [image: image1831.wmf]p

 определялась через прирост капитала. В свою очередь, это можно было сделать потому, что доходность всех агентов оказывалась одинаковой. В рассматриваемой задаче доходность определяется только после решения задачи.

Таким образом, желание корректно определить номинальный капитал приводит формально к странной задаче: максимизировать функционал [image: image1832.wmf]a

qK

, где [image: image1833.wmf]K

зависит от двойственных переменных этой же задачи максимизации. Благодаря однородности, однако, эта странная задача оказывается вполне разрешимой.

Утв. 8.2.1.1  Окончательный вид условий регулярной оптимальности

Пусть выполнено условие (7.16)

 и на  

[image: image1835.wmf]()
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   п. в.  на  [image: image1836.wmf][
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  и    [image: image1837.wmf]()
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Тогда

i. Регулярное решение задачи агента [image: image1838.wmf],
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, (7.19)

 при любом 
 существует тогда и только тогда, когда существует постоянная 
, абсолютно непрерывные функции 
 и измеримые функции 
 удовлетворяющие условиям:
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ii. На регулярном решении [image: image1857.wmf],(),(),()
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 и не зависит от [image: image1858.wmf]K

.

iii. Существует значение [image: image1859.wmf]()
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 для которого на регулярном решении
[image: image1860.wmf]()
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(
Доказательство. Проводя в необходимых и достаточных условиях регулярной оптимальности (7.46)

.
(8.17)

 выполнено неравенство в (7.16)

, (7.47)

 корректна и не нарушает неравенств, поскольку в силу условий (8.19)

. Замена (8.18)

 - (7.46)

 получаем систему (7.47)

, (7.42)

 замену переменных (7.34)

 - 
Пусть система (7.42)

. Таким образом, i. доказано.
(7.34)

 - (8.19)

 все условия регулярной оптимальности (8.18)

 - (7.48)

, получим из системы (7.47)

, (8.17)

. Проводя теперь обратную замену (7.16)

, (7.54)

 положительный в силу условий теоремы (7.54)

. Это возможно, поскольку 
, интеграл в (8.19)

 разрешима. Найдем 
 из уравнения (8.18)

 - 
Утверждение ii следует из того, что замена (8.19)

 не содержит параметра 
.
(8.18)

 - (7.48)

 не затрагивает прямых переменных и того, что система (7.47)

, 
Если мы нашли решение системы (8.19)

, то, положив 
(8.18)

 - 
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()()()(,()(),(),())()

T

a

t

0

T

udu

aaaaa

0

t

tttttttAttedt

r

ò

æö

¶

K=-pqp+p

ç÷

¶qp

èø

ò

g

φx,y

%

,  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (8.21)



получим в силу (8.20)

.
(8.16)

 получится (7.54)

 получим, что при 
 можно взять 
, и тогда из (8.17)

, что 
, а из (7.16)

 и 
(
Заметим, что единственность [image: image1869.wmf]()
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t

K

 из утверждения не следует, поскольку система (8.19)

 в принципе может иметь много решений. Из общих соображений 
 должно быть единственным, но это пока не доказано.(8.18)

 - 
8.3 Управление капиталом  

8.3.1 Управление капиталом фирмы

Формально, капитал агента – это просто некая величина, вычисленная вдоль оптимальной траектории. Приятно, конечно, что его динамика отвечает проводимым реально бухгалтерским расчетам, но чем этот показатель может помочь в разработке модели? Пришло время ответить на вопрос, зачем мы так много внимания уделяем этой величине. Дело в том, что мы рассчитываем использовать эту величину для описания взаимодействия агента-собственника (потребителя или фирмы-холдинга) и агента-«собственности» (торговой или промышленной фирмы или банка). Для краткости последнего ниже называем просто «фирмой» 

В идеальном равновесии доходность [image: image1871.wmf]a

r

 всех фирм [image: image1872.wmf]a

 одинакова и равна доходности абсолютно ликвидных денег, а в уравнении для капитала нет члена, аналогичного (8.6)

, поэтому управление капиталом со стороны собственника сводится к безразличному выбору. В неидеальном равновесии это описание взаимодействия можно обобщить. 

Если определить начальный номинальный капитал [image: image1873.wmf]()
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 формулой капитал: номинальный в однородной задаче агента"(8.21)

, то естественно считать, что при всех 
 номинальный капитал GOTOBUTTON ZEqnNum923943  \* MERGEFORMAT  [image: image1875.wmf]()
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 определяется уравнением 
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где [image: image1877.wmf]a

n

 – эффективный брутто-налог Утв. 8.2.1.1(8.6)

. Тогда, согласно  GOTOBUTTON ZEqnNum128900  \* MERGEFORMAT , 

[image: image1878.wmf]()()
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Это соотношение в точности совпадает с соотношением (II.4.29) в идеальном равновесии. Придадим ему тот же смысл.

Будем считать [image: image1879.wmf]()
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капиталовложением собственника
 фирмы. Взаимодействие фирмы и собственника будем описывать так: 

Фирма сообщает собственнику свои курс [image: image1880.wmf]a

q

, доходность [image: image1881.wmf]()
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 и эффективный налог [image: image1882.wmf]()
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 (точный прогноз на весь период [image: image1883.wmf][

]

,
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tT

).

Собственник определяет программу движения капитала [image: image1884.wmf]()

t

p

. Начальное значение капитала [image: image1885.wmf]()
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 задано. 

Естественными ограничениями в определении программы [image: image1886.wmf]()
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 для собственника будет условие 

[image: image1887.wmf]()
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вместе с уравнением (8.23)

.
(8.22)

, (8.23)

. В общем случае на движение капиталовложений собственника могут быть и какие-то другие институциональные ограничения, кроме (8.22)

. Тогда требование 
 для фирмы, которое мы использовали выше, уже несущественно. Все, что из него вытекало, будет обеспечено условием 
Подчеркнем, что здесь мы вышли за пределы задачи одного агента. Величины [image: image1889.wmf]()
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, [image: image1890.wmf]()

t
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 – это управления не фирмы, а другого агента – собственника. Для собственника определяемые в процессе решения задачи фирмы величины [image: image1891.wmf]a

q

, [image: image1892.wmf]()
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, [image: image1893.wmf]()
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 – информационные переменные.  Капиталовложения [image: image1894.wmf]()
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K

 – это актив собственника, с которым связан поток дохода [image: image1895.wmf]a

qp

.

У собственника [image: image1896.wmf]o

 могут быть вложения в несколько фирм, скажем в две: [image: image1897.wmf]a

 и [image: image1898.wmf]b

. Если кроме 0(8.23)

 ограничений на движение капиталовложений 
 и 
 нет, то в период, когда 
 и 
, согласно замечанию в конце раздела (8.22)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum873677  \* MERGEFORMAT  активы [image: image1903.wmf]()
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 и [image: image1904.wmf]()
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 для собственника абсолютно ликвидны. Тогда их доходности, с точки зрения собственника, должны выровняться (см. (8.6)

 ни у фирм, ни у самого собственника нет 
(8.15)

). Предположим, для простоты, что налогов 
[image: image1905.wmf]abo
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 (общий случай см. в главе 3). Написав балансы собственника, можно подсчитать, что для уравнений вида (8.15)

 имеет вид:
(8.24)

 условие равенств доходностей (8.22)

, 
[image: image1906.wmf]ab

r=r

.

В идеальном равновесии равенство доходностей всех фирм было тождеством. В неидеальном равновесии оно будет неявным уравнением на распределение капиталовложений собственника между фирмами. 

8.3.2 Управление капиталом собственника

Рассмотрим непрерывный аналог однородной задачи собственника, исследованной в разделе 6.2. В этой задаче [image: image1907.wmf]()

o

t

qp

 – это потребительские расходы собственника. Предполагаем, что он покупает потребительские продукты [image: image1908.wmf]()

t

c

 по ценам [image: image1909.wmf]()
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.
Собственник фактически максимизирует величину
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где [image: image1911.wmf]()

w

g

 – функция полезности потребления собственника, сильно ненасыщаемая (см. Утв. 3.2.3.1), однородная степени [image: image1912.wmf]1
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, [image: image1913.wmf]()
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 – потребление, [image: image1914.wmf]d

 – предпочтение времени, а [image: image1915.wmf](
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, где[image: image1916.wmf]()
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g

 – индекс цен, сопряженный с линейно-однородной функцией [image: image1917.wmf]()

1

1
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w×

 (см. Утв. 6.2.3.1).

Задача максимизации функционала 7.1.4(8.25)

 сводится к стандартной задаче раздела  GOTOBUTTON ZEqnNum128423  \* MERGEFORMAT  так же, как в дискретном случае (см. 0). Надо только выяснить, как выглядит программа [image: image1918.wmf]()

t

p

 (с точностью до множителя). Заметим, что для сильно ненасыщаемой функции полезности оптимальная программа строго положительна

[image: image1919.wmf]()
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Составим лагранжиан задачи максимизации функционала (7.5)

 по 
,
, 
 и 
. Интересующая нас часть лагранжиана, содержащая 
, имеет вид
(7.2)

 - (8.25)

 при ограничениях 
[image: image1925.wmf]()
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Варьируя лагранжиан по [image: image1926.wmf]()
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, получаем временную структуру [image: image1927.wmf]()
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потребительских расходов собственника
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Переходя к нормированным двойственным переменным (8.6)

, получаем
(7.47)

 и учитывая обозначение 
[image: image1929.wmf](
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Поскольку [image: image1930.wmf]p

 интересует нас только с точностью до множителя, удобно продифференцировать это выражение. Тогда окончательно получится
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8.4 Капитал в аффинно-однородной задаче 

8.4.1 Навязанные потоки и запасы и аффинно-однородная задача

Результаты разделов 8.1 - 8.3, с нашей точки зрения, доказывают, что описание поведения агента условиями (8.19)

, когда однородности нет.
(8.18)

 - (8.1)

. Настало время обсудить, насколько ограничительным является предположение об однородности, и что можно предложить взамен (8.19)

 вполне удовлетворительно. Но оно было получено в предположении однородности задачи (8.18)

 - 
Прежде всего заметим, что условие однородности свелось к 0(7.3)

 свободных членов (параметров-слагаемых). Между тем, если следовать интерпретации уравнений, предложенной в разделе (7.2)

, (8.1)

 потому, что мы с самого начала исключили возможность присутствия в уравнениях  GOTOBUTTON ZEqnNum909326  \* MERGEFORMAT , легко найти примеры, когда такие члены должны были бы появиться. Например, остатки расчетных счетов банка являются обязательствами банка, объемом которых управляет клиент. Подобные запасы или потоки, которые определяются не агентом, а задаются извне, мы называем навязаннымиxe "навязанные: потоки, запасы".

Заметим, однако, что банк ведь может отказаться вести счета части клиентов. Анализ встречавшихся случаев показал, что для любого навязанного потока или запаса можно фактически заменить равенство неравенством и, тем самым, включить навязанное управление в число смешанных ограничений [image: image1932.wmf]g

. Это оправдывает отсутствие свободных членов в уравнениях (7.3)

 и сводит вопрос об однородности задачи к вопросу об однородности функций 
. 
(7.2)

, 
При наличии навязанных потоков и запасов смешанные ограничения приобретают вид 
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где [image: image1936.wmf](,,,)

×××××
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 – уже гладкая линейно-однородная функция. Компоненты [image: image1937.wmf]f

 могут иметь любой знак. Грубо говоря,
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Анализ моделей системного анализа развивающейся экономики показал, что более сложной неоднородности, чем аффинно-однородная задача агента"(8.28)

 естественно назвать аффинно-однородной(8.28)

 в тех случаях, когда вообще можно надеяться использовать равновесный подход
, у нас не встречалось. Задачу с ограничениями вида  GOTOBUTTON ZEqnNum337695  \* MERGEFORMAT . Тождество Эйлера (8.1)

 в аффинно-однородном случае заменяется соотношением
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Как легко видеть, все соотношения, полученные в однородном случае (8.21)

, формальную замену
(7.54)

, (8.30)

, если сделать всюду, кроме (8.1)

, сохраняют силу и в аффинно-однородном случае 
[image: image1943.wmf]aa
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В частности, вместо (8.3)

 получится соотношение 
(8.2)

, 
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где [image: image1945.wmf]a

n

 по-прежнему определяется соотношением (8.6)

.

Условие оптимальности по [image: image1946.wmf]a

q

 и в аффинно-однородном случае сохраняет вид (8.6)

 его можно записать как
(7.54)

. С учетом обозначения 
[image: image1947.wmf]()
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 т.е. условие оптимальности не содержит [image: image1948.wmf]()

f

g

.
8.4.2 Управление капиталом в аффинно однородном случае

Пока мы решаем задачу одного агента, аффинная однородность не доставляет дополнительных хлопот по сравнению с линейной однородностью. Трудности начинаются, когда мы интерпретируем решение и конструируем всю модель. Возникают два вопроса: во-первых, как интерпретировать последний член в (8.31)

 с точки зрения бухгалтерского баланса, и, во-вторых, как описать управление капиталом в аффинно-однородном случае? Начнем со второго вопроса, поскольку он более важен для моделирования.

Для собственника-потребителя, рассмотренного в разделе 8.3.2, проблем не возникает. В аффинно-однородном случае временная пропорция потребления определяется так же, как и в линейно однородной задаче. Трудность возникает для агента-«собственности» (фирмы). В аффинно-однородном случае Утв. 8.2.1.1(8.32)

 исчезает простая связь 
 между запасами и капиталовложениями, которая имеет место в линейно однородном случае ((8.31)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum618959  \* MERGEFORMAT ). Поэтому в аффинно-однородном случае капиталовложения следует определять особо. 

Содержательно вопрос состоит в том, что знает собственник о «доходах» или «расходах» [image: image1950.wmf]()()
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? Это ведь не реальные потоки, а двойственные оценки ограничений на потоки. По сути дела слагаемые суммы [image: image1951.wmf]()()
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 являются точными определениями
 туманных и спорных экономических понятий упущенной выгодыxe "упущенная выгода" (при [image: image1952.wmf]i
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) и косвенных доходовxe "косвенные доходы" (при [image: image1953.wmf]i
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В зависимости от решения вопроса об отношении к величине [image: image1954.wmf]()()
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 можно указать два пути модификации описания управления капиталом:
A Собственник знает об упущенных выгодах и косвенных доходах. Тогда
i Баланс запасов и капиталовложений сохраняет вид
 [image: image1955.wmf]aaaa
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ii Уравнение для капиталовложений (8.22)

 заменяется уравнением
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но доходы собственника по-прежнему составляют величину [image: image1957.wmf]a
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.
iii Фирма сообщает собственнику точный прогноз на весь период [image: image1958.wmf][
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iv Условие [image: image1963.wmf]a
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 теперь ни откуда не следует, и его, видимо, надо добавить «насильственно».
B Собственник не знает об упущенных выгодах и косвенных доходах. Тогда
i  Уравнение для капиталовложений сохраняет вид (8.22)
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и фирма по-прежнему сообщает собственнику только курс [image: image1965.wmf]a
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, а доходы собственника составляют величину [image: image1968.wmf]a
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ii В балансе капиталовложения выделяются из состава капитала 
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iii Новая составляющая баланса [image: image1970.wmf]a
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 определяется соотношениями
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iv Капиталовложения [image: image1973.wmf]a
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, естественно, неотрицательны, а знак [image: image1974.wmf]a
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 может быть любым, но эту величину можно разделить на пассивы и активы.

Обе описанные модификации, видимо, имеют право на существование.  Вариант A. больше соответствует взаимодействию собственников и фирмы в рамках «товарищества на паях» (company), где собственники непосредственно управляют производством, а фирма, как субъект, почти не проявляется.

 Вариант B. отвечает взаимодействию собственников и фирмы в рамках «товарищества с ограниченной ответственностью» (corporation), где решения о производстве принимает фирма как субъект, а собственники манипулируют только своими вложениями в нее.

Следует признать, что автор долго колебался, какой из двух модификаций отдать предпочтение. В частности, разрабатываемая сейчас довольно большая и сложная модель экономики России была рассмотрена в обоих вариантах. Оказалось, что более правдоподобные и интересные результаты дает вариант В. Его мы и принимаем ниже.

Представляется, что при дальнейшем развитии этого варианта можно будет превратить величину [image: image1975.wmf]a

F

 из простого сумматора упущенных выгод и косвенных доходов резервные фонды"(8.34)

 в особые резервные фонды GOTOBUTTON ZEqnNum203468  \* MERGEFORMAT , которые собственники обязывают фирму создавать за счет специальных отчислений от прибыли [image: image1976.wmf]aa
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 тогда приобретает смысл вложений фирмы в саму себя. Фирма, таким образом, становится частично своим собственником и может вырабатывать относительно [image: image1982.wmf]a

p

 собственные интересы, не вытекающие из интересов других собственников. О подобной эволюции, по нашему мнению, свидетельствует фактически полученное современными корпорациями право покупать и продавать на вторичном рынке собственные акции. Впрочем, здесь мы развивать эту линию не будем и останемся в рамках сформулированного выше правила управления капиталом B.

В заключение раздела вернемся к первому вопросу, поставленному в начале: как согласовать баланс (8.31)

 с правилами бухгалтерского учета? 

С сожалением приходится констатировать, что между «идеальным» балансом (8.31)

 и реальными бухгалтерскими балансами имеется существенное расхождение. Анализ оптимизационной задачи недвусмысленно требует учета в балансовой прибыли или в особых статьях активов и пассивов весьма широко понимаемых упущенных выгод и косвенных доходов.
Резюме глав 7 и 8
Хотя часть еще не кончилась, подвести итоги уже можно, поскольку оставшаяся глава содержит только конкретный пример модели, реализующий обсуждавшиеся выше конструкции.

· В разделе 7.1 мы предложили общую схему описания поведения агента в модели неидеального межвременного равновесия. Поведение агента описывается как решение (локальной) оптимизационной задачи, общий вид которой одинаков для всех агентов.

· В разделе 7.2 объяснено, как в рамках этой схемы описываются наиболее распространенные экономические явления: обмен товарами, кредитование, денежное обращение, технологические процессы и др. Фактически эта схема охватывает большинство описаний поведения агентов, встречавшихся в моделях системного анализа рыночной экономики (Глава 1), за исключением поведения агентов, занимающих монопольное положение, и индивидуальных агентов, таких как государство, Центральный банк и т.п. (см. 2.1) .

· Поскольку в моделях экономики двойственные переменные, как правило, имеют определенный смысл, мы предлагаем в качестве экономически осмысленных решений задачи агента рассматривать не все, а только регулярные решения (раздел 7.3.1). Существование регулярных решений, вообще говоря, требует естественного согласования параметров задачи агента. Например, определяется коэффициент в терминальном условии 0(7.5)

 при ликвидном активе (см.  GOTOBUTTON ZEqnNum465731  \* MERGEFORMAT ). 

· Для вогнутой задачи агента получены необходимые и достаточные условия регулярной оптимальности (раздел Утв. 7.3.2.4), а для некоторых не вогнутых задач – необходимые (Дополнение к главе 7).

· В линейно однородном случае регулярное решение естественно описывается в терминах капитала и капиталовложений, а также хорошо согласуется с практикой бухгалтерского учета (раздел 8.1). Описание оптимального решения с помощью капитала позволяет смоделировать взаимодействие фирмы и ее собственников как управление капиталом фирмы (раздел 8.3). 

· К сожалению, линейно однородные задачи не описывают некоторых распространенных экономических процессов (раздел 8.4.1). Однако, аффинно-однородные задачи (раздел 8.4.1) представляются достаточными для описания всего, что может встретиться в моделях равновесия. С определенными оговорками принцип управления капиталом распространяется и на аффинно-однородный случай (раздел 8.4.2).

· Как легко проверить, необходимые и достаточные условия регулярной оптимальности для вогнутой аффинно или линейно однородной задачи агента (8.20)

 проще всего получить применением следующей процедуры:
(7.5)

 вместе с правильной величиной начальных номинальных капиталовложений (7.1)

 - 
i. Приравнять нулю вариацию «лагранжиана»
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по абсолютно непрерывным [image: image1984.wmf]()
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 и заданном полезном потоке [image: image1990.wmf]()
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ii. Поделить получившиеся соотношения на [image: image1993.wmf]()
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iii. Добавить к получившимся соотношениям исходные уравнения 
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и выражение для внутреннего налога (8.6)
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iv. Не определившиеся в результате варьирования лагранжиана терминальные значения абсолютно непрерывных двойственных переменных [image: image2000.wmf]()
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 следует считать независимыми параметрами модели – коэффициентами линейного терминального условия (см. 9.1.2(8.19)

).  Некоторые из этих параметров иногда определяются из условий равновесия во всей модели. Впрочем, мы не придаем большого значения этими параметрам (см. ниже раздел  GOTOBUTTON ZEqnNum503216  \* MERGEFORMAT ).

v. Для каждой траектории получившейся системы соотношений можно найти соответствующее значение курса [image: image2001.wmf]a
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 при данной временной структуре полезных расходов [image: image2002.wmf]()
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Для этого надо решить уравнения
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Впрочем, как мы увидим ниже, фактически определять величины [image: image2010.wmf]a
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 нам не придется. 

vi. Для агента-потребителя с функцией полезности (8.26)

)
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 (см. также (8.25)

 можно сразу найти 
 из уравнения 
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а начальное условие 
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Для фирмы или банка можно не вычислять значение 
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, а, рассматривая равновесия во всей модели, задать начальные капиталовложения собственника 
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Глава 9 Модель классической рыночной экономики, как модель межвременного равновесия. 

9.1 Как построить и как использовать модель межвременного равновесия?

9.1.1 Структура модели

Содержание предыдущих двух 
i. выделить среди параметров задач агентов информационные переменные, например, процент по кредитам; 

ii. выделить среди управлений разных агентов управления, которые должны согласовываться между собой, например, спрос и предложение на кредиты; 

iii. из информационных переменных и управлений, а также двойственных переменных всех агентов, составить список неизвестных; 

iv. из условий согласования управлений разных агентов вместе с условиями оптимальности для всех агентов составить систему соотношений (модель), которая и должна определить значения неизвестных в межвременном равновесии.

Ясно, что получится краевая задача для динамической системы, в которой часть неизвестных определяется не обычными уравнениями, а условиями дополняющей нежесткости. Установить факт существования решения такой системы – задача почти безнадежная, и, самое главное, не очень нужная. 

Допустим, мы ценой огромных затрат труда и времени доказали, что решения нет. Тогда мы за полчаса изменим систему, причем достаточно радикально: введем в рассмотрение новые активы, добавим или выкинем агентов. Более того, отсутствие решения – не самый частый и не самый важный повод для таких изменений. В процессе работы над моделью система соотношений перекраивается десятки раз, когда выясняется, что рассматриваемый вариант не может описать то, что наблюдается, или предсказывает то, чего никогда не было. 

Ситуация здесь такая же, как в физике: прежде, чем доказывать существование решения, надо его исследовать и убедиться, что оно нас устраивает с содержательной точки зрения. Если окажется, что решение нас устраивает, но нарушает какое-то ограничение в конце процесса, который мы и не собирались рассматривать, как нечто реальное, то, уж наверное, мы сможем объяснить, почему нарушение условия можно игнорировать.

9.1.2 Локальное межвременное равновесие и ограниченная рациональность

Надо помнить, что подход наш, по сути,– феноменологический: в модели равновесия мы решаем оптимизационные задачи не для того, чтобы указать агенту, как себя вести, а для того, чтобы попытаться равновесными траекториями описать совокупность качественных явлений, наблюдаемых в данной экономике. Может показаться, что мы «подгоняем под ответ», но это не так: Во-первых, модель равновесия не констатирует феномены, а объясняет их рациональным поведением агентов в данной системе институтов. Перебирая варианты модели, мы понимаем главное: какой институт за какой феномен ответственен. Во-вторых, ответа мы целиком не знаем. Кроме явлений, которые мы хотели воспроизвести в модели, найденная траектория продемонстрирует еще много других, которым мы будем искать аналогии и примеры в реальности.

Сказанное, конечно, не принижает ценности полного численного расчета траектории модели или доказательства существования решения для некоторого достаточно широкого класса моделей. Ситуация снова как в физике (конкретнее, в современной термодинамике), где каждый точный расчет движения большого числа частиц, каждое, обычно дающиеся ценой огромных усилий, продвижение в эргодической теории сразу начинает широко использоваться как феноменологический принцип [55]. Выше мы таким способом использовали хорошо исследованную модель Эрроу-Дебре, а в других случаях апеллировали к теоремам о магистрали [38]. 

Но пока других результатов того же порядка по сути дела нет, будем в основном исследовать то, что можно назвать локальным межвременным равновесиемxe "локальное межвременное равновесие". Именно, будем обращать внимание в первую очередь не на полную траекторию, а на частные решения (режимыxe "режимы"), которые могут достаточно долго удовлетворять условиям оптимальности, и на которых в условиях дополняющей нежесткости обращается в 0 все время один и тот же сомножитель. Описание эволюции экономики мы надеемся получить, склеивая такие режимы, а на неизвестные терминальные (и по сути такие же неизвестные) начальные условия обращать внимание будем гораздо меньше. 

Впрочем, совсем не обращать внимания на терминальные условия, как мы увидим ниже, не удается. Дело в том, что для части неизвестных, например, для 
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, начальные условия задаются так, чтобы удовлетворить терминальным условиям. По этой причине обычные рассуждения, основанные на соображениях устойчивости движений динамических систем при отборе возможных траекторий межвременного равновесия, надо использовать с большой осторожностью 

Большого опыта у нас пока нет, но есть надежда, что локальное межвременное равновесие можно будет трактовать, как равновесие с ограниченной рациональностью агентов. Пока продолжается данный режим, агенты неплохо предвидят будущее, но переходы с режима на режим могут завести систему в тупик, в котором локально равновесная траектория не имеет продолжения. Возможно, такой тупик можно будет интерпретировать, как кризис, требующий изменения сложившихся экономических отношений

9.1.3 Неединственность межвременного равновесия 

В Части II мы уже рассмотрели модель межвременного равновесия – того, которое мы называем идеальным. Это равновесие оказалось существенно неединственным: собственникам было безразлично, куда и когда делать вложения, поскольку доходности всех активов в идеальном равновесии тождественно равны друг другу. Можно ожидать, что в модели, близкой к модели конкурентного равновесия, – близкой в том смысле, что на деятельность агентов наложено мало дополнительных ограничений – тоже получится множество равновесных траекторий при одних и тех же начальных условиях и терминальных ограничениях. Например, в модели, рассмотренной ниже, временная структура капиталовложений на равновесной траектории определяется однозначно, а межотраслевое распределение капитала может быть любым.

Как следует относиться к такой неоднозначности? Самый простой ответ – модель неудачна, не учтены существенные ограничения на деятельность агентов, либо наоборот, в рассмотрение включены активы, не существенные для агентов при данных ограничениях. Нам, однако, представляется, что можно рассудить и по-другому.

В моделях системного анализа развивающейся экономики мы, по существу, сталкивались с подобными ситуациями, когда соображений рациональности поведения агента в рамках определенных ограничений не хватало, чтобы получить нужное количество соотношений. Приходилось использовать разного рода «надстройки» или просто добавлять наблюдаемые связи между величинами. Эти добавки мы всегда делали в описания поведения агентов. Потом эти описания соединяли в модель и с интересом смотрели, что получится. 

Неединственность межвременных равновесий открывает регулярный путь к рассмотрению таких эмпирических «добавок» к модели, построенной на основании описания поведения агентов. Мы можем просто выделять из множества равновесных траекторий те, которые соответствуют эмпирике. Если эти траектории существуют и выглядят интересно и естественно, нужно вернуться к описанию агентов и подумать, какие дополнительные ограничения на выбор агентов наложить, чтобы нужная траектория стала единственной равновесной траекторией. Добившись этого, можно попытаться перейти к более подробной модели, с большим числом управлений агентов. На новом уровне появятся новые степени свободы и т. д.

Таким образом, неединственность равновесий, возможно, допускает еще и следующую трактовку. Давно и часто высказывается мысль, что модель сложной системы должна не столько предсказывать, что будет, сколько отсекать то, чего не может быть при сохранении данных условий. Однако такую мысль легче высказать, чем реализовать. Как правило, попытки отсечь невозможное сводятся просто к описанию чисто технологических возможностей, подобному множеству реализуемых траекторий в модели Эрроу-Дебре (см. раздел 3.2.4). 

Но собственно экономические ограничения – это ограничения, проистекающие из необходимости координировать деятельность людей и коллективов в условиях разделения труда и обязанностей [56], т. е ограничения не технологические, а, скорее, информационные. Информационные связи реализуются в экономике в значительной степени финансовыми показателями. В идеальном равновесии никаких ограничений на движение финансовых показателей нет. В результате, равновесные траектории – это просто эффективные траектории, а динамика финансовых показателей фактически отделяется от динамики реальных величин (выпусков, запасов, объемов потребления). 

Ограничения ликвидности часто можно трактовать, как недоверие к финансовым показателям, как требование чем-то подкрепить, обеспечить достоверность передаваемой ими информации. Равновесных траекторий реальных показателей при ограничениях ликвидности и при тех же технологических возможностях будет меньше, и они, вообще говоря, будут «хуже» с точки зрения потребителей. Таким образом, мы отсечем технологически допустимые, но экономически нереализуемые траектории.

Впрочем, пока не накоплен опыт исследования моделей межвременных равновесий, все эти рассуждения отражают скорее мечты и надежды, чем утверждения и планы. Так что мы переходим к рассмотрению одного из немногих пока примеров макромодели неидеального межвременного равновесия.  

9.2 Общая схема модели

9.2.1 Прототип модели

Модель, которая будет рассмотрена ниже, восходит к модели, с которой мы начали исследования по системному анализу развивающейся экономики [1]. С тех пор она была дважды модернизирована [5, c.139-157, 5, c.200-217]. Естественно, что мы обратились к этой хорошо исследованной системе как к первому объекту применения предлагаемого подхода.

Мы полагаем, что экономические отношения существенно изменяются в историческом плане, поэтому, строя модель, мы считаем необходимым отталкиваться, хотя бы в самых общих чертах, от какой-то конкретной существовавшей в истории системы отношений. В данном случае мы будем ориентироваться на наиболее изученную систему европейского капитализма XIX в.

Будем рассматривать предельно упрощенную и агрегированную модель. Именно, мы рассматриваем замкнутую рыночную экономику, в которой производится единственный однородный продукт – валовый внутренний продукт в сопоставимых ценах [21], который в равной мере может быть использован и на потребление и на накопление (реальные инвестиции). В производстве используется единственный ресурс – однородный живой труд.

Обращение к реалиям XIX в. позволяет предполагать, что

· Техническим прогрессом на временах порядка нескольких десятков лет можно пренебречь. Экономический рост носит экстенсивный характер – идет за счет вовлечения в сферу индустриальной экономики практически неограниченных природных и трудовых ресурсов. (Первые извлекались из неосвоенных земель, а вторые из разрушавшегося натурального сельского хозяйства).

· Население резко разделено на социальные группы собственников капитала и трудящихся (отсутствует богатый средний класс, частично занимающийся предпринимательством, частично – высокооплачиваемым трудом).

· Производство осуществляют сравнительно мелкие фирмы (а не крупные корпорации), действующие в среде, близкой к конкурентной.

· Финансирование производства осуществляется за счет банковских кредитов (а не выпуска акций). Банковская система представлена множеством банков, действующих в среде, близкой к конкурентной.

· Источником кредитов служат добровольные сбережения домашних хозяйств (а не практически обязательные страховки и накопления корпораций); потребительский кредит не развит.

· Роль государства в экономике весьма ограничена. Она сводится к сбору налогов и привлечению займов для финансирования расходов, направленных в основном на внешние цели (войны, представительство, охрана границ). Таким образом, мы не рассматриваем государственной собственности на средства производства, социального страхования, дотирования производства и потребительского кредита.

В двух отношениях мы отходим от принятого прототипа, предполагая, что:

· Собственники управляют своими фирмами посредством финансовых рычагов, как это происходит сейчас, и не исполняют роль управляющих, что было типично в XIX в.

· Деньги обеспечиваются не золотом, как было принято в XIX в, а государственными обязательствами, как современные резервные валюты [21].

Кроме естественного стремления испробовать описание управления капиталом на модели, составленной из хорошо известных блоков, а также нежеланием изучать свойства архаичных кредитно-денежных систем, у такого отступления есть и более серьезные основания. 

Западная экономическая система XX в., которая сейчас уже уходит в прошлое, сменяясь новой системой отношений, сложилась, как некий компромисс между могучими промышленными корпорациями, влиятельной бюрократией и мощными, хорошо организованными массовыми движениями. Суть этого компромисса и причины его устойчивости так и остались непонятными. Наблюдаемый факт состоит в том, что корпорации предпочли соревнование в технологической сфере прямому монополистическому сговору, в результате чего рынки XX в. выглядели даже более похожими на конкурентные, чем рынки XIX в. Поэтому модели, используемые в настоящее время для анализа современной рыночной экономики, очень похожи на ту, которая построена по образу экономики XIX в. Мы, в частности, успешно использовали и эту, и несколько более сложную модель такого типа для описания американской экономики 70-80 гг.

9.2.2 Агенты, взаимодействия и основные показатели

Итак, мы описываем производство и распределение единственного продукта, а также привлечение однородного труда в производство, как результат взаимодействия пяти агентов:

· Банковской системы B;
· Производителей P;
· Собственников (капитала) C;
· Домашних хозяйств (трудящихся) H; 

· Государства G. 

Первые четыре из них B, P, C и H – это макро-агенты. Поведение каждого из них должно, в принципе, быть агрегированным описанием множества субъектов, выполняющих соответствующие роли в экономики. Чтобы описать это поведение мы для каждого из макро-агентов ставим оптимизационную задачу того вида, который обсуждался выше в главе 7. Государство – это индивидуальный агент, поведение которого задается сценарием (см. также раздел 2.1).

Агенты связаны восемью взаимодействиями: 

· Рынок кредитов k; 

· Рынок сбережений (депозитов) s; 

· Рынок продукта y; 

· Рынок труда r;
· Уплата налогов x;
· Рынок государственных займов g; 

· Управление капиталом производителя p; 

· Управление капиталом банка b.
С формальной точки зрения и агенты, и взаимодействия – это блоки модели, т. е. группы уравнений и неравенств. Блоки агентов (кроме G) содержат условия оптимальности, обсуждавшиеся выше, а блоки взаимодействий устроены гораздо проще. Типичный их вид – условия равновесия (4.49)

, определяющие цены. 

Поскольку фактически мы уже выписывали модель равновесия в разделе 4.3.2, не будем приводить запутанных блок-схем, а сразу перейдем к описанию модели по блокам, предварительно оговорив применяемые обозначения.  

9.2.3 Технология создания модели и система обозначений

Соотношения модели были получены по определенной технологии. 
i. Сначала ограничения 2.4.2(7.5)

 для агентов, перечисленных выше, и описание взаимодействий записываются в системе ЭКОМОД (см. раздел (7.2)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum237708  \* MERGEFORMAT ). Средствами этой системы выполняются проверки балансов, размерности и корректности описания информационных обменов между агентами. Как обычно на этом этапе первоначально было много ошибок. С помощью системы ЭКОМОД они были исправлены. 

ii. Записи каждого блока модели в системе ЭКОМОД автоматически транслируются в рабочий файл системы аналитических преобразований Maple 6. При этом автоматически исключаются «лишние» переменные, введенные при записи в системе ЭКОМОД для корректности описаний балансов, составляется список управлений агентов, и проводятся временные упрощающие переобозначения, о которых пойдет речь ниже.

iii. .Для блоков, описывающих массовых агентов, ставится стандартная задача оптимизации (8.40)

. 
(8.38)

 агента, и записываются соотношения для капитала и резервных фондов (8.36)

 и внутренний налог (8.37)

. Также выражаются доходность (8.35)

, выполняется его вариация и выписываются условия регулярной оптимальности, включая условия дополняющей нежесткости (8.40)

. Именно, исходя из набора ограничений и списка управлений агента, автоматически составляется лагранжиан (8.35)

 - (7.5)

, которая затем решается с помощью специально написанных автором функций
 Maple аналитически в полуавтоматическом режиме в соответствии с процедурой (7.1)

 - 
iv. По специальному указанию исключаются, по возможности, введенные автоматически двойственные переменные. Как правило, после этого стандартными средствами Maple делаются аналитические упрощения соотношений. При желании можно сразу выделить интересные режимы, т. е. разрешить некоторые соотношения дополняющей нежесткости. 

v. Система автоматически восстанавливает введенные временно переобозначения и записывает результирующее описание поведения агента. Эта запись может быть транслирована обратно в ЭКОМОД, или, как сделано ниже, просто объединена с аналогичными записями других блоков для аналитического исследования модели равновесия.

Указанная технология пока создана автором для себя и находится на стадии отработки (использовалась полтора раза). Но уже этот опыт выявил следующие ее достоинства:

· Устранение ошибок записи исходных соотношений на самой ранней стадии, гарантия правильности преобразований этих соотношений и гарантия от смешения обозначений.

· Возможность на первой стадии разработки видеть архитектуру модели в целом, не углубляясь в сложные выкладки, и решение конкретных оптимизационных задач.

· Возможность легко модифицировать модель. При незначительных изменениях, например, изменении формулы вычисления налогов, обычно достаточно дать системе Maple одну команду: «повторить все выкладки», чтобы получить новый конечный аналитический результат.

· Возможность хранить множество вариантов модели в файловой системе.

· Получение записи модели, пригодной к публикации, непосредственно в процессе разработки модели без последующего переписывания в редакторе формул. По мнению автора, несмотря на некоторое ограничение выразительных возможностей (см. ниже), система Maple, кроме аналитических преобразований, позволяет и наиболее быстро, надежно и удобно «изготавливать» формулы, пригодные к публикации. Автор имеет большой опыт в этом деле и сравнивает использование Maple в порядке убывания удобства с MathType 4
, Matcad, Mathematica 4.02, MS Equation 3, LaTEX во всевозможных оболочках
.

За эти достоинства приходится платить принятием несколько ограниченной и специфической системы обозначений величин и записи формул. Это связано с тем, что:

· Векторная запись в ЭКОМОД не допускается в принципе
, а в Maple – только если все соотношения линейны.

· Ни ЭКОМОД, ни Maple не допускают диакритических значков («волн», «точек» и т. п.), шрифтовых различий обозначений, а также верхних индексов. (Верхний индекс понимается как показатель степени).

· Хотя в учебниках пишут, что отношение равенства симметрично, в математической практике знак «=» часто употребляется для обозначения несимметричных выражений равенства по определению и подстановки. И ЭКОМОД и Maple используют знак «=» в таком расширенном смысле, так что переносы членов между частями равенства из эстетических соображений могут иногда нарушить правильную работу анализаторов и преобразователей.

· Нижний индекс в системе ЭКОМОД всегда обозначает блок, в котором определяется данная величина. Именно для этого блокам выше были даны буквенные обозначения. 

· Maple дифференцирует аналитически, поэтому необходимо указывать аргумент времени у переменных величин. Производная функции даже одной переменной обозначается в Maple, как частная производная.
· Maple «сам решает», какой вид выражения самый простой. Иногда он кажется довольно замысловатым с обычной точки зрения. Неравенства «
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» и «
[image: image2023.wmf]³

» Maple всегда представляет как «
[image: image2024.wmf]<

» и «
[image: image2025.wmf]£

», переставляя правую и левую части. При переносе длинных формул знак операции в начале следующей строки не повторяется, а скобки считаются продолжающимися на следующую строку. 

· При работе в любом редакторе формул, в отличие от работы на бумаге, писать индексы не очень удобно, а «густо» индексированные формулы плохо читаются с экрана, поэтому желательно минимизировать количество индексированных обозначений при работе в Maple. Проще всего для этого применять многобуквенные обозначения величин, как это делается в языках программирования.

Ниже мы приводим запись модели в Maple, причем часть исключений, сделанных при трансляции исходной записи ЭКОМОД, пришлось восстановить, чтобы облегчить понимание соотношений и их соответствие интерпретации, данной выше в разделе 7.2. В соответствии с изложенными выше требованиями принимаются следующие соглашения об обозначениях. 

· Буквы – латинские и греческие, большие и малые, с нижним индексом и без, обозначают скаляры. Иногда используются многобуквенные обозначения величин. Например, начальный момент обозначается через [image: image2026.wmf]t0

. Хотя знак умножения, как это принято в обычной нотации, опускается, он всегда ясно виден как небольшой пробел.

· Аргумент времени у переменных указывается явно. Величина без такого аргумента – это постоянная.

· Нижний индекс обозначает блок, в котором определяется величина, в соответствии с обозначениями раздела 9.2.2. Однако, пока рассматривается блок агента, индекс этого агента опускается. Он восстанавливается, когда блоки агентов собираются в модель равновесия. Таким образом, в противоположность обозначениям глав 7,8,  в каждом из разделов 9.3 - 9.7 ниже величины без индексов относятся к рассматриваемому агенту (подразумевается индекс, указанный в заголовке раздела), а величины с индексами обозначают информационные переменные.

· Специфическими составляющими системы соотношений модели являются условия дополнительностиxe "условия дополнительности" (дополняющей нежесткости) (8.37)

. Для работы с ними были написаны особые функции Maple, поэтому для этих условий пришлось придумать специальную форму записи. Именно, ниже всегда стоящая отдельно в системе соотношений формула вида
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без знаков равенства или неравенства, в которой 
[image: image2028.wmf]a

 и 
[image: image2029.wmf]b

 могут быть произвольными алгебраическими выражениями, обозначает совокупность условий:


[image: image2030.wmf]ab0

×=

,  
[image: image2031.wmf]a0

³

,  
[image: image2032.wmf]b0

³

.

После этого затянувшегося объяснения технических деталей можно, наконец, приступить к описанию модели по блокам. В описании первого блока приведем основные выкладки, а в дальнейшем аналогичные выкладки будем постепенно опускать. 

9.3 Агент «Банковская система» (Банк, B)

9.3.1 Функции агента и ограничения его действий

Данный агент (для краткости также именуемый просто банкxe "банк: в модели классической рыночной экономики") выполняет в рассматриваемой экономике следующие функции:

· принимает вклады собственников и домашних хозяйств,

· дает кредиты государству и производителям, 

· платит дивиденды собственникам,

· резервирует вклады государственными обязательствами.

Целью деятельности банка является максимизация собственного капитала [image: image2033.wmf]q
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 при заданной собственниками при временной структуре дивидендов [image: image2034.wmf](
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. Банк действует в рамках ограничений, перечисленных в следующих рубриках 

Балансы

Банк имеет дело только с финансовыми инструментами. Их динамика описывается балансами

	Ссуд производителям
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Производителям (всем вместе) банк дает бессрочные ссуды [image: image2036.wmf](
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. Поскольку ссуды бессрочные, их изменение можно описать как поток нетто- кредитов [image: image2038.wmf](
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 – разницы между выдачей и погашениями

	Ссуд государству
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Государству банк дает бессрочные ссуды [image: image2040.wmf](
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От собственников банк принимает бессрочные депозиты [image: image2043.wmf](
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. Баланс депозитов записывается так же, как балансы ссуд через поток нетто- вкладов [image: image2045.wmf](
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	Денег
(cash flow)
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Ликвидные активы (запас денег) [image: image2047.wmf](
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 банка изменяются вследствие

· получения процентов по ссудам производителям [image: image2048.wmf](
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· уплаты налогов [image: image2051.wmf](
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· выплаты дивидендов собственникам [image: image2052.wmf](
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· выдачи и погашения ссуд производителям [image: image2053.wmf](
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 и государству [image: image2054.wmf](
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· приема и возврата депозитов [image: image2055.wmf](
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Ограничения ликвидности
	Неотрицательности запасов финансовых инструментов
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Первое из этих ограничений означает, что банк в рамках модели не нуждается в положительных запасах денег для исполнения запланированных платежей 

Выражения трансфертов 
	Налогов
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В модели мы рассматриваем налоги на прибыль. В принципе такой налог должен начисляться на балансовую прибыль банка [image: image2060.wmf] + 
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, но мы для простоты будем считать, что налогом на прибыль облагаются по ставке [image: image2061.wmf]n
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 дивиденды 

Определения полезных расходов 

	Как дивидендов
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Полезные расходы [image: image2063.wmf](
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 есть у всех агентов, но они имеют разный экономический смысл. В данном случае, полезные расходы – это дивиденды [image: image2064.wmf](
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(распределенная прибыль). Именно эта величина будет фигурировать в окончательной модели. 

9.3.2 Решение задачи банка

Последние два ограничения 8.1.3(7.4)

. Все активы банка в данной модели ликвидны (см. раздел (7.2)

 - (9.6)

 – равенства, явно определяющие переменные 
,
. Эти переменные мы перед решением задачи оптимизации исключаем (автоматически). В результате ограничения примут стандартную форму (9.7)
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 для задачи банка примет вид:
(9.4)

. Тогда «лагранжиан» (9.3)

, (9.2)
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где [image: image2072.wmf](

)

f2

t

,…, [image: image2073.wmf](

)

f5

t

здесь и ниже – автоматически введенные нормированные неотрицательные двойственные переменные к неравенствам.

Приравнивая нулю вариацию этого функционала по переменным [image: image2074.wmf],
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 при фиксированных краевых значениях, получаем условия оптимальности.
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Чтобы указать, вариации какой переменной отвечает то или иное условие, мы добавляем автоматически формальные множители, имеющие вид дифференциалов переменных.

К соотношениям (9.12)

 нужно добавить исходное динамическое уравнение
(9.9)

 - 
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и условия дополняющей нежесткости
[image: image2080.wmf][
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Из соотношений (8.38)

 получаем выражение доходности и внутреннего налога для банка
(8.36)

, 
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Задача банка, как легко проверить, линейно однородна, поэтому резервных фондов нет [image: image2086.wmf] = 
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Видно, что это выражение точно соответствует обычному балансу банка: ликвидность [image: image2089.wmf](
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 – в пассиве. Уравнение для капитала стандартного вида 
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следует из остальных соотношений. К нему добавляется стандартное терминальное условие 
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Соотношения (7.5)

, при котором задача банка имеет регулярное решение.
(9.13)

 показывают, что в данном случае существует единственный набор коэффициентов линейного терминального условия 
Подчеркнем, что все соотношения от (9.6)

 и списка управлений
(9.2)

 - (9.15)

 получены автоматически, исходя из списка ограничений (9.8)

 до 
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записанных в произвольном порядке применением одной процедуры Maple.

Уравнения (9.12)

 позволяют исключить все двойственные переменные: 
(9.9)

 - 
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 вообще не нужна. Правда, доходность [image: image2101.wmf](
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 остается неизвестной. Ее придется определять из условия дополняющей нежесткости 

Банк в модели – это «агент-собственность», поэтому полезный поток дивидендов для него задается в виде
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где [image: image2103.wmf]q

– курс, а [image: image2104.wmf](
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– временная структура, заданная банку собственником в рамках взаимодействия «управление капиталом банка» и поэтому помеченная индексом этого взаимодействия. 

9.3.3 Результирующее описание

Помечая теперь (автоматически) индексом банка «B» управления банка (9.16)

, а также его курс 
, доходность 
и внутренний налог 
, получаем окончательно систему соотношений, описывающих поведение банковской системы в модели
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Здесь [image: image2122.wmf],
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 – норма резервирования, депозитов. 

Заметим, что начальные условия должны удовлетворять соотношениям 
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иначе задача банка будет неразрешимой.

9.4 Агент «Производители»,  (фирма, P) 

9.4.1 Функции агента и ограничения его действий

Данный агент (для краткости также именуемый просто фирмаxe "фирма:в модели классической рыночной экономики") выполняет в рассматриваемой экономике следующие функции:

· выпускает продукт, используя производственную мощность и труд;

· осуществляет инвестиции для поддержания расширения мощности и ликвидации мощности;

· продает продукт и покупает труд;

· платит дивиденды собственнику;

· одалживает деньги у банка.

Целью деятельности фирмы является максимизация собственного капитала [image: image2124.wmf]q
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 при заданной собственниками при временной структуре дивидендов [image: image2125.wmf](
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. Фирма действует в рамках следующих ограничений.

Технология

	Ограничение выпуска производственной функцией
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Напомним, что рассматривается однопродуктовая модель, в которой все выпускаемые продукты сагрегированы в один – ВВП в сопоставимых ценах (реальный ВВП) [image: image2127.wmf](
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. Агент «производители» – это агрегат всех промышленных предприятий, а также предприятий обслуживания и торговли, который и выпускает продукт [image: image2128.wmf](

)

Y

t

. Исключены финансовый сектор – его представляет агент «банк» B, и государственный сектор («некоммерческие услуги») – его представляет агент «государство G». 

Производство использует один вид ресурса – однородный труд [image: image2129.wmf](
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. Созданные за счет предшествующего накопления основные производственные фонды измеряются мощностью [image: image2130.wmf](
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 – максимальным выпуском продукции в единицу времени при полной обеспеченности трудом. При заданных затратах труда [image: image2131.wmf](
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 выпуск будет производственной функцией [image: image2135.wmf](
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Для простоты считаем, что частные производные производственной функции принимают все значения от 0 до +[image: image2137.wmf]¥

 и обращаются в +[image: image2138.wmf]¥

 на границе ортанта 
[image: image2139.wmf]+

2

¡

. Тогда вогнутое продолжение этой функции на отрицательные значения аргументов –  это [image: image2140.wmf]-

¥

. Поэтому мощность и труд не надо ограничивать снизу – они и так никогда не будут отрицательными на оптимальном решении.

	Динамика изменения мощности
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Производственная мощность [image: image2142.wmf](
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 изменяется за счет инвестиций [image: image2143.wmf](
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. Для простоты выбытием пренебрегаем, но допускаем дезинвестиции [image: image2144.wmf] < 
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. (Мощность меньше нуля все равно не станет, а проблем с терминальными условиями будет меньше). 

Инвестиции – это поток фондообразующего продукта, а мощность – максимальный поток выпуска, т. е. [image: image2145.wmf](
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 имеют одинаковую размерность. Поэтому прирост мощности связан с инвестициями фактором приростной фондоемкости [image: image2147.wmf]b

, имеющим размерность времени, который мы для простоты считаем не зависящим от времени и объема инвестиций

Балансы
Фирма имеет дело как с материальными активами, так и с финансовыми инструментами. Однако баланс запаса продукта мы не рассматриваем, считая, что весь произведенный продукт [image: image2148.wmf](
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 продается на рынке. Баланс труда также не рассматриваем, считая, что весь оплаченный труд [image: image2149.wmf](
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 используется. Поэтому остаются только финансовые балансы 

	 Ссуд банка
	[image: image2150.wmf] = 

¶

¶

t

(

)

L

t

(

)

Fl

t


	 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.18)



Производитель берет у банка бессрочные ссуды [image: image2151.wmf](
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 – индекс «P» (см. систему (9.2)

 у переменных опущен индекс «B», а в (9.18)

 – это разные уравнения модели, поскольку в (9.2)

 и (9.18)

 – спрос производителя на ссуды. В равновесии они должны совпасть, но (9.2)

 описывает предложение ссуд банком, а баланс  GOTOBUTTON ZEqnNum473669  \* MERGEFORMAT ) 
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Ликвидные активы (запас денег) [image: image2154.wmf](
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 фирмы изменяются вследствие

· Выплаты процентов по ссудам [image: image2155.wmf](
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· Поступления выручки [image: image2156.wmf](
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 за проданный по цене [image: image2157.wmf](
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 продукт  [image: image2158.wmf](
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. Фактически [image: image2159.wmf](
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 – дефлятор ВВП, т.е. отношение ВВП в текущих ценах к [image: image2160.wmf](
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. В односекторной модели эта величина играет роль цены единственного фигурирующего в модели продукта

· Затрат [image: image2161.wmf](
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 на покупку фондообразующего продукта [image: image2162.wmf](
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. В рамках односекторной модели фондообразующий и потребительский продукт – это части одного и того же [image: image2163.wmf](
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, а потому следует считать, что они продаются и покупаются по одной и той же цене [image: image2164.wmf](
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. Торговой наценки быть не может, поскольку [image: image2165.wmf](

)

Y

t

– это весь ВВП, включая добавленную стоимость торговли. Если выделить торговлю отдельно, то формально получится двухпродуктовая модель.

· Затрат [image: image2166.wmf](
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 на оплату труда [image: image2167.wmf](
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. Фактически [image: image2169.wmf](

)

s

r

t

 тоже индекс, возникающий при приведении труда у однородному.

· Уплаты налогов [image: image2170.wmf](
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· Выплаты дивидендов собственникам [image: image2171.wmf](

)

Z

t


· Получения и погашения ссуд [image: image2172.wmf](
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Ограничения ликвидности

	Неотрицательности запасов финансовых инструментов
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Первое из этих ограничений означает, что в рамках модели фирма, как и банк, не нуждается в положительных запасах денег для исполнения запланированных платежей 

Выражения трансфертов 

	Налогов
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т. е. налог начисляется также, как и у банка, на распределенную прибыль, причем по той же норме. Других налогов, кроме указанных налогов на прибыль корпораций, в модели нет.
Определения полезных расходов 

	Как дивидендов
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9.4.2 Решение задачи фирмы

Управлениями фирмы служат переменные 
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Вариация лагранжиана с учетом условия однородности (9.17)

 (тоже автоматическим) дает необходимые и достаточные условия регулярной оптимальности.
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Условие (9.25)

), но условия оптимальности формируются автоматически, и за это приходится платить не самой естественной формой соотношений.
(9.23)

 на первый взгляд выглядит несколько странно – оно не линейно по двойственным переменным. Это следствие того, что мы используем нормированные двойственные переменные. Фактически вместо множителя 
лучше было бы поставить 
(см. 
Двойственные переменные снова исключаются с помощью (9.22)

(9.20)
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Однако в отличие от задачи банка (раздел 9.3.2 выше) теперь можно определить и доходность [image: image2200.wmf](
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 из (9.23)

. Это различие вызвано тем, что задача банка линейна, а задача фирмы – нет.

Естественно рассматривать только такие равновесные траектории, на которых цена [image: image2201.wmf](
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положительна, по крайней мере, до конца траектории. Тогда из второго выражения в (9.24)

 следует, что
(9.27)

 и условия дополняющей нежесткости 
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K соотношениям оптимальности теперь надо добавить неравенство [image: image2203.wmf] < 
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 – условие реализацииxe "условия реализации режима" выбранного режима. Функция Maple, разрешающая по указанию пользователя условие дополняющей нежесткости, автоматически добавляет такие условия.
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)

F

,

M

R

 линейно-однородна, удобно представить ее в виде

[image: image2205.wmf] = 

(

)

F

,

M

R

M

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

f

R

M

, 

где [image: image2206.wmf](
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– вогнутая монотонная гладкая функция, производная которой убывает от +[image: image2207.wmf]¥
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В силу свойств производственной функции (см. (9.17)

 и ниже) максимум лагранжиана не может достигаться при нулевых 
, 
. Но при переходе к 
частичной функции мы делили на 
, поэтому неравенство 
 надо добавить в систему условий оптимальности.

Удобно также ввести темп инфляции [image: image2216.wmf](
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Наконец, поскольку фирма – это «агент-собственность», нужно положить

[image: image2218.wmf] = 

(

)

U

t

q

(

)

p

p

t

,  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.31)



где [image: image2219.wmf]q

– курс, а [image: image2220.wmf](
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– временная структура, заданная фирме собственником в рамках взаимодействия «управление капиталом производителей».

9.4.3 Результирующее описание

Выражая в (9.31)

 и помечая управления фирмы 
(9.28)

 - (9.23)

 доходность и учитывая 
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 а также курс [image: image2222.wmf]q
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Начальные условия [image: image2241.wmf],
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Задача фирмы, как и задача банка, линейно однородна, и все активы фирмы в данной модели ликвидны, поэтому капитал снова выражается просто через активы [image: image2243.wmf] = 
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, и все коэффициенты терминального условия однозначно определяются требованием регулярной разрешимости задачи.
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 не могут падать слишком быстро. 
9.5 Агент «Собственники», (Собственник, C)

9.5.1 Функции агента и ограничения его действий

Данный агент (для краткости также именуемый просто собственникxe "собственник: в модели классической рыночной экономики") выполняет в рассматриваемой экономике следующие функции:

· Получает дивиденды банков и торгово-промышленных фирм как доходы на вложенный в эти сферы капитал и могут определять размер соответствующего капитала. Допускается возможность изъятия капитала. 

· Может делать бессрочные сбережения в банке.

· Покупает и потребляет продукт

Целью деятельности собственника является максимизация ожидаемой полезности своего потребления (8.25)

. Собственник действует в рамках следующих ограничений.

Технология
К технологическим ограничениям мы в данном случае, несколько условно, относим стандартные уравнения управления капиталовложениями 

	Управление капиталом банка и фирмы
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Здесь [image: image2254.wmf](
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 – капиталовложения собственника, соответственно, в банковскую систему и в производственные фирмы. Величины [image: image2256.wmf](
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– это те самые временные структуры дивидендов, которые собственники определяют для банков и производителей [image: image2258.wmf] = 
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. Однако для четкости описания информационных связей агентов эти равенства должны быть включены, как особые соотношения модели в блоки b (Управление капиталом банка) и p (Управление капиталом производителя) см. ниже раздел 9.8. Аналогично, величины [image: image2260.wmf](

)

r

b

t

, [image: image2261.wmf](

)

n

b

t

,[image: image2262.wmf](

)

r

p

t

,[image: image2263.wmf](

)

n

p

t

 – это внутренние доходности и налоги, определенные в блоках B, раздел 9.3 и P, раздел 9.4, и величина которых сообщается собственнику в рамках взаимодействий b и p.
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Балансы
Собственник имеет дело, как с материальными активами, так и с финансовыми инструментами. Однако баланс запаса продукта мы не рассматриваем, считая, что весь купленный продукт [image: image2265.wmf](
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потребляется. Поэтому остаются только балансы финансовых инструментов,

	 Депозитов
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которые собственник может класть в банк под процент [image: image2267.wmf](

)

r

s

t

.

	Денег


	[image: image2268.wmf] = 

¶

¶

t

(

)

A

t

-

 - 

 + 

 + 

 + 

(

)

Fs

t

(

)

p

y

t

(

)

C

t

(

)

r

s

t

(

)

S

t

q

b

(

)

Zb

t

q

p

(

)

Zp

t




Ликвидные активы (запас денег) [image: image2269.wmf](
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 собственника изменяются вследствие

· Вкладов/изъятий депозитов [image: image2270.wmf](
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;
· Потребительских расходов [image: image2271.wmf](
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· Получения процентов по ссудам [image: image2272.wmf](
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· Получения дивидендов банков [image: image2273.wmf]q
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 – курсы банка и фирмы, сообщенные собственнику во взаимодействиях b и p. 
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Ограничения ликвидности
	Неотрицательности запасов финансовых инструментов
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Опять-таки мы не требуем, чтобы потребитель держал наличность.

Определение полезного потока 

	Как потребления
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В данном случае, полезные расходы – это потребительские расходы [image: image2281.wmf](
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9.5.2 Решение задачи собственника

Управлениями собственника служат переменные 
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После исключения переменных с помощью конечных равенств, вариации лагранжиана, исключения двойственных переменных и некоторых упрощений использующих условия (9.34)

, получается следующая система условий регулярной оптимальности: 
(9.33)
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Осталось определить величину полезного потока [image: image2294.wmf](
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. В отличие от предыдущих двух агентов, собственник определяет программу полезных расходов сам с учетом своих вкусов и конъюнктуры 
(8.39)

. Легко понять, что в случае скалярного потребления, индекс цен собственника  GOTOBUTTON ZEqnNum269566  \* MERGEFORMAT  совпадает с [image: image2296.wmf](
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к более интересной с экономической точки зрения величине реального потребления 
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где [image: image2301.wmf]d

,[image: image2302.wmf]h

– параметры функционала ожидаемой полезности собственника: предпочтение времени и отвращение к рискуxe "отвращение к риску" собственника. 

Разумеется, возникает вопрос, насколько правомерно описывать всю социальную группу собственников одной нелинейной функцией полезности. Эта старая проблема. Некоторые модельные эксперименты свидетельствуют о том, что нетривиальное единое значение предпочтения времени может сформироваться в процессе подражания собственников друг другу. Но в любом случае предположении о возможности пользоваться единой функцией полезности общепринято в макромоделях,  а в данном иллюстративном примере мы принимаем его безоговорочно.

9.5.3 Результирующее описание

После стандартной индексации переменных получается следующая система соотношений, описывающая поведение собственника
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Начальные условия должны удовлетворять соотношениям 
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Все активы собственника ликвидны, так что капитал выражается просто через активы [image: image2318.wmf] = 
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, и все коэффициенты терминального условия однозначно определяются требованием регулярной разрешимости задачи.

Заметим, что постоянным параметрам предпочтения времени [image: image2319.wmf]d

C

 и отвращения к риску [image: image2320.wmf]h

C

 мы приписали индекс C , чтобы отличить их от аналогичных параметров, характеризующих домашние хозяйства.

9.6 Агент «Домашние хозяйства», (Население, H)

9.6.1 Функции агента и ограничения его действий

Данный агент (для краткости также именуемый населениеxe "население: в модели классической рыночной  экономики") выполняет в рассматриваемой экономике следующие функции:

· Получают доходы в виде заработной платы. 

· Могут делать бессрочные сбережения в банке.

· Покупают и потребляют продукт.

Целью деятельности домашних хозяйств является максимизация ожидаемой полезности своего потребления (8.25)

.

Перечисляя функции домашних хозяйств, мы ничего не сказали о том, что они служат источником единственного ресурса – труда. По существу это так, но мы рассматриваем случай, когда труд в большом избытке
 по сравнению с потребностями производства. В этих условиях занятость определяется не желанием населения работать, а наличием рабочих мест. 

В этом смысле домашние хозяйства в модели не выбирают объем труда, который они предоставляют хозяйству, а просто принимают к сведению и исполнению информацию с рынка труда r о том, что занятых будет [image: image2321.wmf](
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, и каждый из них получит заработную плату [image: image2322.wmf](
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В остальном население действует в рамках следующих ограничений.

Балансы
Баланс запаса продукта, как и выше, не рассматриваем, считая, что весь купленный продукт [image: image2323.wmf](
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потребляется. Поэтому остаются только балансы финансовых инструментов
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Ликвидные активы (запас денег) [image: image2326.wmf](
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 населения изменяются вследствие

· Вкладов/изъятий депозитов [image: image2327.wmf](
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· Потребительских расходов [image: image2328.wmf](
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· Получения процента по вкладам [image: image2329.wmf](
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· Получения зарплаты [image: image2330.wmf](
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Уравнение 8.4.1(9.36)

 неоднородно. В него входит навязанный поток 
. Можно было бы, как указано в разделе  GOTOBUTTON ZEqnNum476058  \* MERGEFORMAT , ввести управление «доход» и ограничение: «доход» не превосходит [image: image2332.wmf](
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(зарплату можно не брать), а потом вывести очевидное условие оптимальности: «доход» равен [image: image2333.wmf](
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. Но вариация лагранжиана проходит и в аффинно-однородном случае, и мы не будем заниматься «буквоедством». 

Ограничения ликвидности
	Неотрицательности запасов финансовых инструментов
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Этому агенту наличность в модели не нужна.

Определение полезного потока

	Как потребления
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9.6.2 Результирующее описание

Управлениями населения служат переменные 
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а задача для населения решается так же, как для собственника, только проще, поэтому сразу укажем окончательный результат

.
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Начальные условия должны удовлетворять соотношениям 
[image: image2349.wmf],
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Все активы населения ликвидны, но задача аффинно-однородна, так что капитал выражается через активы и ненулевые резервные фонды
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,
но все коэффициенты терминального условия по-прежнему однозначно определяются требованием регулярной разрешимости задачи.

Параметры [image: image2352.wmf]d

H

 и [image: image2353.wmf]h

H

 – это предпочтение времени и отвращение к риску для домашних хозяйств.

9.7 Агент «Государство» (G)
Это индивидуальный агент. Оптимизационной задачи для него не ставится, а его функции – это его управления, задаваемые сценариями. Поэтому сразу приведем результирующее описание. 

Государство определяет:

· Ставку налога на прибыль [image: image2354.wmf]n

G

. 

· Процент по государственному долгу [image: image2355.wmf](
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.

· Объем государственных закупок [image: image2356.wmf](
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.Размер государственного долга [image: image2357.wmf](
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.Государство получает в единицу времени налоги в сумме [image: image2358.wmf](
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.

Результат этих действий суммируется в основном финансовом балансе государства, причем считаем, что, как и другим агентам, запас наличности государству не нужен 
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Фактически первое уравнение определяет динамику государственного долга в зависимости от поступления налогов, политики расходов и установленной нормы проценту по государственному долгу. 

Разумеется, в равновесии спрос государства на ссуды [image: image2361.wmf](
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 должен совпадать с предложением их банковской системой [image: image2362.wmf](
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(см. систему (M), раздел 9.3.3). Но тогда из входящего в эту систему условия резервирования [image: image2363.wmf][

]

-

 + 

(

)

r

g

t

(

)

r

B

t

[

]

 - 

(

)

B

B

t

z

(

)

S

B

t

 следует, что для равновесия нужна такая политика государства, при которой государственный долг неотрицателен, т.е. политика дефицитного финансирования государственного бюджета.

Мы в основном будем рассматривать сценарии, в которых [image: image2364.wmf](
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 постоянно, а [image: image2365.wmf](
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 составляет постоянную долю ВВП. Однако соотношения мы пока будем писать для переменных параметров сценария. Более того, система стала бы не намного сложнее, если допустить, что и ставка налогов [image: image2366.wmf]n

G

 может меняться со временем. Содержательно сценарий отвечает объявленной заранее государственной экономической политике.

9.8 Взаимодействия агентов

9.8.1 Рынок кредитов (k)
Мы начинаем с этого взаимодействия, потому что его описание – самое простое из всех взаимодействий-рынков и в то же время очень типичное. 

В этом взаимодействии участвуют агенты P и B, и определяется информационная переменная [image: image2367.wmf](
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 – процент по ссудам производителям. Рынок предполагаем равновеснымxe "рынок: равновесный " и конкурентнымxe "рынок: конкурентный ". Первое означает, что спрос выравнивается с предложением, а второе, – что величину [image: image2368.wmf](
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 не определяет ни один из участников. Эта величина определяется неявно («невидимой рукой» рынка) из условия равенства спроса на ссуды [image: image2369.wmf](
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 со стороны производителей (см. (P)) и предложения ссуд банками [image: image2370.wmf](
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(см. (B)). 

Фактическое значение ссуд в равновесии обозначим через [image: image2371.wmf](
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. Тогда условия равновесия рынка кредитов производителю, неявно определяющие процент за кредит, выразятся как 
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Специальная функция Maple использует эти уравнения, чтобы автоматически исключить индексированные величины [image: image2374.wmf](
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 из результирующей системы, и отнесет к величине [image: image2376.wmf](
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 комментарии, которые были отнесены к величинам [image: image2377.wmf](
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, [image: image2378.wmf](
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 при работе с блоками. (Эти комментарии мы выше не выписывали.)

Обозначение [image: image2379.wmf](
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 противоречит принципам индексации, описанным выше, но позволит уменьшить количество индексированных величин в результирующей системе. Приводимая здесь запись взаимодействий все равно не соответствует требованиям системы ЭКОМОД, [34]. По этой записи систему балансов автоматически не проверишь.

Ниже мы систематически используем описание взаимодействий для введения безиндексных обозначений наиболее важных с экономической точки зрения величин. 

9.8.2 Рынок сбережений (депозитов)  (s) 

В этом взаимодействии участвуют агенты H, C и B, и определяется информационная переменная [image: image2380.wmf](
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 – процент по депозитам. Рынок тоже считаем равновесным и конкурентным – процент по депозитам должен выравнивать совокупное предложение депозитов [image: image2381.wmf] + 
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домашними хозяйствами H и собственниками C и спрос на депозиты [image: image2382.wmf](
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со стороны банков B. Общий объем депозитов в равновесии обозначаем через [image: image2383.wmf](
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 и получаем следующие уравнения, описывающие равновесный рынок депозитов:
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9.8.3 Рынок продукта (y) 

В этом взаимодействии участвуют агенты H, C, G и P, и определяется информационная переменная [image: image2386.wmf](
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 – цена продукта. Домашние хозяйства H, собственники C, и государство G выступают на этом рынке в роли покупателей, а производители P – сразу в двух ролях. В роли продавца они предлагают произведенный продукт [image: image2387.wmf](
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, а в роли покупателя спрашивают инвестиционный продукт[image: image2388.wmf](
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. Не стоит удивляться такой «многоликости» – ведь агент P представляет множество фирм, каждая из которых производит одни, а покупает другие продукты из состава агрегата [image: image2389.wmf](
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.. Удивляться скорее стоит тому, что мы не рассматриваем покупки предметов текущего производственного потребления: сырья и комплектующих (см. раздел 6.4.1, «текущие затраты»). 

Это деликатный вопрос для любой однопродуктовой модели. Дело в том, что суммарный объем производства и совокупные текущие затраты не инвариантны по отношению к слиянию и разделению фирм, в то время, как ВВП инвариантен. Так что [image: image2390.wmf](
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надо понимать, как разность валового предложения продукта и спроса на предметы текущего производственного потребления.

Рынок продукта предполагается опять-таки равновесным и конкурентным, а условие равновесия на нем представляет собой основной макроэкономический баланс [21]. Вводя безиндексные обозначения, записываем это условие в виде
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последние два соотношения – это просто безиндексные обозначения цены и мощности.

9.8.4 Рынок труда (r)
В этом взаимодействии участвуют агенты P и H, а определяется информационная переменная [image: image2397.wmf](
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 – ставка заработной платы. 

Этот рынок мы описываем как конкурентный, но не равновесныйxe "рынок: неравновесный ". Мы рассматриваем ситуацию, когда предложение труда заведомо превосходит спрос на него, так что само предложение труда мы в явном виде даже не описываем. Переменой [image: image2398.wmf](
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в модели нет, а есть переменная [image: image2399.wmf](
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 – «сообщение» с рынка труда о числе имеющихся вакансий для домашних хозяйств (см. раздел 9.6.1 выше). В этих условиях фактический поток труда [image: image2400.wmf](
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Рынок труда, теме не менее, остается конкурентным в том смысле, что обе стороны – и производители P и домашние хозяйства H – при решении своих задач воспринимают ставку зарплаты [image: image2404.wmf](
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 как заданный внешний параметр. Для [image: image2405.wmf](
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в этих условиях нужно независимое уравнение. 

Расти зарплате в условиях избытка предложения не с чего, но падать номинальная зарплата, как отметил Дж. Кейнс, «не любит». Принимая этот факт как феноменологическое описание особенности рынка труда, полагаем, что номинальная зарплата остается постоянной
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9.8.5 Рынок государственных займов (g)
 В этом взаимодействии участвуют агенты G и B, и определяется информационная переменная [image: image2407.wmf](
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 – процент по государственным займам. 

Этот рынок мы описываем как равновесный, но не конкурентныйxe "рынок: монопольный", а монопольный. Процент [image: image2408.wmf](
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 устанавливает одни из участников взаимодействия, а именно государство G
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,  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.37)



которое, впрочем, не стремится извлечь коммерческую выгоду из своего монопольного положения. Если бы это было не так, и мы стали бы искать максимум некой «полезности государства» по [image: image2410.wmf](
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, то, скорее всего, получили бы существенно невыпуклую задачу. 

Условие равновесия записывается, как обычно. 
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Таким образом, фактическое значение государственного долга обозначается ниже через [image: image2413.wmf](
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. Выражение для процента в форме (9.37)

 заставит Maple исключить из результирующей системы величину 
, а не 
. Это не очень логично, но большой индекс 
 «мозолит глаза». Будем помнить, что 
 – это государственное управление. В моделях более сложных, чем рассматриваемая здесь, такие вольности обозначений уже нежелательны. Из больших систем уравнений часто удобно выделять определенные части для анализа автоматически, и обозначения должны быть по возможности единообразными и систематическими. 

9.8.6 Уплата налогов (x)
В этом взаимодействии участвуют агенты P, B и G, а определяется информационная переменная [image: image2418.wmf]n

x

 – ставка налогов на распределяемую прибыль – и поток налоговых поступлений [image: image2419.wmf](
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.

 По своей структуре x уже не рынок, а взаимодействие, которое мы при разработке системы ЭКОМОД назвали условной передачейxe "условная передача". Государство G в этом взаимодействии сообщает банку B и производителю P ставку налога [image: image2420.wmf] = 
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, а налогоплательщики сами исчисляют суммы налогов [image: image2421.wmf](
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и [image: image2422.wmf](
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 (см. (B) ,( P)), и государство получает, что они насчитали. (Напомним, что других налогов мы не рассматриваем)

Вводя безиндексные обозначения [image: image2423.wmf]n

 для ставки налога и [image: image2424.wmf](
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Подчеркнем отличие условной передачи от монопольного рынка 9.8.5. На монопольном рынке государственных займов банк волен сам определять величину спроса на государственные облигации [image: image2429.wmf](
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, так что равновесие (9.38)

 реализуется за счет подстройки всей системы процентов под заданную государством величину 
. 

В условной передаче (9.19)

, играли бы в этом описании существенную роль. 
(9.6)

, (9.39)

 платежи 
, 
 связаны с нормативом жестко, а встречного «спроса на налоги» со стороны государства нет. Заметим, что даже если бы описывали недобросовестных налогоплательщиков, то нормативные величины налогов, т. е. правые части выражений 
9.8.7 Управление капиталом  (p и b)
По существу, выше, в разделе 8.3.1, мы уже описали эти взаимодействия. По форме они похожи на условные передачи, но нормативы передаются здесь в обе стороны.

Во взаимодействии p участвуют агенты P и C, а определяются информационные переменные, нужные собственнику C: доходность вложений в капитал производителя [image: image2433.wmf](
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, внутренний налог на дивиденды производителя [image: image2434.wmf](
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и курс производителя [image: image2435.wmf]q
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, а также нужная производителю временная структура дивидендов [image: image2436.wmf](
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. Все они определяются в соответствии с сообщениями контрагента
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С помощью этих соотношений мы снова исключим переменные с большими индексами. Кроме этого мы еще добавляем в описание взаимодействия соотношение, которое выполняется тождественно и которое потом позволит нам удалить из системы дифференциальные уравнения для капиталовложений (9.32)
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Взаимодействие b описывается совершенно аналогично
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9.9 Система уравнений равновесия, режимы роста

9.9.1 Система условий равновесия: закон Вальраса

Система соотношений модели межвременного равновесия получается объединением систем (B), (P), (С), (H), (G) и уравнений, выписанных в разделе 9.8. После исключения индексированных величин с помощью равенств, введенных для этого в описание взаимодействий, в этой системе остается 69 соотношений. Среди этих соотношений есть неравенства, терминальные условия, условия дополнительности, конечные уравнения и дифференциальные связиxe "дифференциальная связь". Так мы называем уравнения, которые, кроме значений различных неизвестных, содержат одну или несколько первых производных по времени от этих неизвестных. Сами неизвестные – это функции времени, за исключением двух постоянных курсов [image: image2450.wmf]q

p

 и [image: image2451.wmf]q

b


Полученную систему можно почти автоматически упростить, приняв во внимание следующие соображения. 

· Оба курса: [image: image2452.wmf]q

p

 и [image: image2453.wmf]q

b

, можно считать равными 1. Действительно, как следует уже из процедуры решения задачи агента (9.32)

, временные структуры дивидендов 
, 
 входят только умноженными на курсы. Поэтому, если есть решение системы соотношений равновесия с какими-то положительными курсами, то, умножив 
, 
 и капиталовложения 
, 
 на эти курсы, мы получим решение с 
, 
. При этом, правда, изменятся начальные значения номинальных капиталовложений 
,
, но мы не собираемся сопоставлять номинальные капиталовложения с какими-либо наблюдаемыми величинами, например, с количеством акций в штуках, поэтому начальные значения позволим 
,
 себе выбирать так, как удобнее.
(8.40)

, во все соотношения, кроме однородных уравнений для капиталовложений (8.35)

 -
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 приобретают смысл потоков дивидендов фирм и банков, соответственно.

· Можно отбросить дифференциальные уравнения для капиталовложений 
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 Действительно, после нормировки [image: image2471.wmf] = 

q

p

1

, [image: image2472.wmf] = 

q

b

1

получаем, что [image: image2473.wmf] = 

(

)

W

P

t

(

)

Kp

t

, [image: image2474.wmf] = 

(

)

W

B

t

(

)

Kb

t

 (см. (9.14)

, которые следуют из остальных уравнений в силу однородности задач агентов и определения доходностей и внутренних налогов.
(9.40)

 станут стандартными уравнениями для капитала (8.16)

). Тогда капиталы 
, 
 можно исключить, а уравнения 
· Из системы можно выделить «треугольную часть». Имеется в виду, что в системе довольно много уравнений, например,
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,
определяющих некоторую величину, (в данном случае [image: image2478.wmf](
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), которая в другие соотношения не входит. Выделив из системы все такие соотношения, мы можем обнаружить, что среди оставшихся уравнений снова окажутся уравнения указанного типа – они определяют величины, которые уже были удалены из системы на первом шаге. Повторяя этот процесс, пока возможно, мы выделим из системы часть, которая в линейных системах соответствует треугольной подматрице. Процедуру выделения треугольной части легко реализовать как функцию Maple, так что это преобразование проводится автоматически. Особенности исходной записи соотношений в системе ЭКОМОД дают определенную гарантию того, что действительно важные и нужные переменные в этом процессе устранены не будут.

В результате указанных упрощений получается следующая система из 39 соотношений
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В этой системе присутствуют 8 постоянных параметров. Эти параметры при отыскании равновесия считаются заданными и положительными, причем

· ставка налогообложения [image: image2518.wmf]n

 задается сценарием государственной экономической политики;

· пары параметров [image: image2519.wmf],

d

C

h

C

 и [image: image2520.wmf],

d

H

h

H

 задают потребительские предпочтения, соответственно, собственников и домашних хозяйств;

· приростная фондоемкость [image: image2521.wmf]b

 вместе с заданной производственной функцией [image: image2522.wmf](

)

f

x

 характеризует используемые в хозяйстве технологии;

· постоянная ставка зарплаты [image: image2523.wmf]s

 может считаться некоторой характеристикой предыстории развития экономики;

· норму резервирования [image: image2524.wmf]z

 можно считать характеристикой финансовых рисков. На практике эта величина устанавливается законодательно и изменяется редко, но довольно сильно варьирует от страны к стране. Например, по данным на начало 90-х в России норма резервирования составляла 20%, в США – 14%, в Европе 6-8%, а в Японии – 2%;

 Из 31 входящей в систему (9.56)

 переменной величины две – процент по государственному долгу 
 и объем государственного потребления 
 – определяются сценарием государственной экономической политики. Для определения оставшихся 29 переменных в системе имеется 30 равенств и условий дополнительности
.
(9.41)

 - 
По логике построения модели начальные условия при [image: image2527.wmf] = 

t

t0

 для величин
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следует считать заданными, хотя отнюдь не произвольно. Постоянные интегрирования в уравнениях (9.51)

 служит определением темпа инфляции 
, и начальное условие для него, по идее, не требуется.
(9.42)

. Уравнение (9.45)

 должны определяться из терминальных условий (9.44)

, 
Заметим еще, что в рассматриваемой модели все активы ликвидны, а значит, согласно Утв. 8.1.3.1, можно считать все информационные переменные абсолютно непрерывными.

Тот факт, что «уравнений» получилось на одно больше, чем неизвестных, объясняется тем, что финансовые потоки замкнуты – выполняется закон Вальраса, (ср. Утв. 5.1.2.1).

Утв. 9.9.1.1 Закон Вальраса

На любой траектории системы (9.56)

 суммарный запас денег у агентов не изменяется.
(9.41)

 - 
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и любой из 5 основных финансовых балансов агентов (9.56)

 следует из остальных.
(9.52)

 - 
(
Доказательство. Складывая балансы (9.57)

. Таким образом, любой из запасов денег 
определяется из остальных и начального условия, так что дифференциальное уравнение для него можно опустить.
(9.50)

, получаем (9.47)

 и 
 из (9.46)

, 
 из (9.56)

 и выражая в правой части получившегося уравнения последовательно 
 из (9.52)

 - 
(
 Если удалить один из балансов (9.56)

, останется ровно 29 «уравнений» на 29 неизвестных. Это, конечно еще не гарантирует ни существования, ни единственности решения, но, тем не менее, показывает, что мы собрали в некотором смысле полную систему условий равновесия и правильно написали финансовые балансы.
(9.52)

 - 
Уравнение (9.57)

 показывает, что сумма денег в экономике не растет. В данном случае это не удивительно, поскольку в рассматриваемой системе ни одному агенту запасы денег не нужны. Если бы мы хотели построить более реалистичное описание экономики, при котором запасы денег нужны агентам для осуществления платежей, и эти запасы растут с ростом экономики, нам пришлось бы разрешить, по крайней мере, одному из агентов иметь отрицательный запас денег. Такой выделенный агент называется эмитентом. Бухгалтерия не работает с отрицательными величинами, поэтому в балансе эмитента деньги переносятся в пассивную часть баланса и называются «суммой денег выпущенных в обращение». Прирост этой величины и есть денежная эмиссия. 

Подробнее эти вопросы освещены в [21] , а в данной упрощенной системе, где запасы денег агентам для расширения своих операций не нужны, естественнее всего считать, что все запасы денег равны 0.

9.9.2 Анализ условий дополнительности: режимы

Режим, в котором запасы денег [image: image2535.wmf],
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 равны 0, реализовать в модели очень легко. Достаточно положить нулями начальные значения этих запасов. Тогда, в силу (9.43)

) величины останутся нулевыми до конца траектории. В дальнейшем рассматриваем только этот случай без специальных оговорок 
(9.57)

, эти неотрицательные (см. 
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Теперь запасы денег из системы можно исключить, а условия дополнительности (9.54)

. 
(9.56)

 зависимы, мы удалим из системы один из них, а именно (9.52)

 - (9.43)

 превращаются в условия неотрицательности первых сомножителей. Поскольку финансовые балансы агентов 
Получившуюся систему для экономии места переписывать не будем, а выделим из нее только неравенства и оставшиеся условия дополнительности.
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Утв. 9.9.2.1 Разрешение условий дополнительности для банковских ссуд

На любой траектории системы (9.62)

 для ссуд всегда обращается в 0 первый сомножитель
(9.58)

 в условиях дополнительности (9.56)

, (9.41)

 - 
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Доказательство. Допустим, что из двух неравенств [image: image2557.wmf] £ 
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, что противоречит предыдущему выводу. ((9.59)

, (9.61)

 вытекает, что 
, и, значит, 0= 
, откуда в силу (9.62)

 хотя бы одно строгое, тогда 
 и 
. Но тогда из условий для капитала 
Смысл полученных соотношений в том, что у банка нет более доходного актива, чем кредиты производителям, поэтому именно они определяют его доходность. Следствием соотношений (9.66)

 является то, что в равновесии производители не отказываются брать кредиты, а банки не отказываются их давать. Кредиты в некотором смысле всегда есть, Они только «случайно» могут оказаться равными 0. Это важное свойство модели межвременного равновесия с капиталом. Дело в том, что в моделях, где предполагается, что производитель максимизирует дисконтированную прибыль, часто оказывается, что кредиты ему не нужны – выгоднее использовать механизм самофинансирования. В таких моделях кредиты приходится вводить в какой-то мере «насильственно». 

Утв. 9.9.2.2 Разрешение условий дополнительности для капиталовложений

На любой траектории системы (9.61)

 для капиталовложений всегда обращается в 0 первый сомножитель, и
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 в условиях дополнительности (9.56)
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Доказательство. Условия (9.66)

, принимают вид: 
, 
. Допустим, что 
(9.61)

, с учетом 
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на некотором интервале времени. Тогда [image: image2572.wmf] = 
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), и, поскольку потребительские расходы собственника 
 строго положительны (см. (9.55)
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 следует, что на этом интервале 
, 
. Тогда единственным источником дохода собственника служат сбережения 
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Но тогда в силу (9.68)
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Если в равновесии собственник делает сбережения, то банк их принимает, т.е. почти всюду на рассматриваемом интервале [image: image2580.wmf] < 
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Из (9.63)

.
(9.68)

, проценты почти всюду удовлетворяют соотношениям 
, 
, но эти соотношения противоречат условию резервирования (9.70)

 очевидно следует, что на интервале, на котором выполнено неравенство (9.69)

, (9.68)
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Значит выполнено первое равенство в (9.70)

. ((9.64)

 величина 
не меньше правой части (9.66)

, (9.67)

, а третье неравенство получается из второго потому, что в силу (9.65)

 следует второе неравенство в (9.67)

. Из него и 
Утверждение показывает, что собственники в равновесии не отказываются делать капиталовложения. Внутренняя доходность собственника [image: image2585.wmf](
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). Поэтому в рассматриваемой модели, как и в модели идеального равновесия, распределение капиталовложений между сферами условиями равновесия однозначно не определяется. Вследствие этого не определяется и размер ссуд  
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). В данном случае, однако, доходности вложений между производственной и банковской сферой тождественно совпадают (см. 
Утв. 9.9.2.3 Неединственность ссуд и дивидендов в равновесии
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Доказательство. Поскольку баланс (9.56)

 входит только в соотношения:
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 мы выше договорились удалить, величина 
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Первые два из этих соотношений, согласно Утв. 9.9.2.1, превращаются в неравенство [image: image2596.wmf] £ 
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. Поэтому, если ввести новую переменную 
 – поток суммарных дивидендов, то уравнение (9.73)

 представляет собой единственное соотношение модели, в которое величина 
 входит сама по себе, а не в составе суммы 
Забегая вперед, заметим, что неоднозначность финансовых показателей в рассматриваемой модели все же меньше, чем в модели идеального равновесия. Хотя межотраслевое распределение капиталовложений остается безразличным, временная динамика суммарных капиталовложений и дивидендов определяется. 
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Принимая теперь все принятые выше предположения и обозначения, а также сделанные выводы, исключая капиталовложения [image: image2612.wmf](
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 – с помощью их выражений через производственную функцию 
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В этой системе величины [image: image2645.wmf](
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– процент по государственному долгу и [image: image2646.wmf](
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 – доля государственного потребления в ВВП (см. (9.74)

) заданы сценарием государственной экономической политики, и остается 15 уравнений и условий дополнительности на 16 неизвестных
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Утв. 9.9.2.4 О положительности процента

В равновесии и номинальный [image: image2648.wmf](
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проценты по кредитам неотрицательны, а цены не могут слишком быстро падать
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Доказательство. Следует из (9.83)

, поскольку для вогнутой функции величина 
положительна. ((9.77)

, 
Смысл первой формулы в (9.83)

 вполне прозрачен. В равновесии реальный процент равен максимально возможной прибыли на единицу продукта 
, использованного на создание производственной мощности. 

Заметим, что в идеальном равновесии только реальный процент обязан быть неотрицательным (Утв. 6.4.5.1), в то время как номинальный процент  можно сделать отрицательным за счет подходящей нормировки цен (раздел 4.3). В неидеальном равновесии ограничения ликвидности запрещают произвольную нормировку цен. С предположением о постоянстве зарплаты этот факт не связан, поскольку соотношения типа (9.83)

 верны и моделях с переменной зарплатой.

Утв. 9.9.2.5 О терминальных условиях

Терминальные условия (9.78)

 эквивалентны условиям:
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Доказательство. Из условий дополнительности Утв. 9.9.2.5(9.78)

 следует, что 
, 
, а тогда из первого – 
. Но в силу предыдущего (9.76)

). Тогда из второго терминального условия в (9.80)

 следует, что 
. Но также и 
(см. (9.79)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum308236  \* MERGEFORMAT  темп падения цены ограничен снизу, поэтому [image: image2660.wmf] ¹ 

(

)

p

T

0

. Необходимость (9.87)

 доказана. Докажем достаточность. 

Из условий резервирования 0(9.79)

 и 
 следует, что 
, 
. Цена, будучи согласно  GOTOBUTTON ZEqnNum764489  \* MERGEFORMAT  абсолютно непрерывной, не может неограниченно возрастать на конечном интервале, так что из (9.78)

. ((9.76)

 следует первое терминальное условие в (9.87)

 следует, что 
, а тогда из двух последних неравенств в 
Оставшиеся условия дополнительности порождают пять возможных режимов в модели

Утв. 9.9.2.6 О режимах сбережений

На равновесной траектории реализуется одна из трех альтернатив: 

i. Все проценты одинаковы. Тогда собственники не отказываются делать сбережения, а требования резервирования неактивны:
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ii. Все проценты различны. Тогда собственники отказываются делать сбережения, а требования резервирования сдерживают спрос банков на депозиты 
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iii. Проценты по кредитам и депозитам одинаковы, но больше процента по государственному долгу. Тогда сбережений нет 
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В каждом из случаев i, ii возможны два режима в зависимости от того, есть ли сбережения у домашних хозяйств. Если они есть, то
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Доказательство. В паре неравенств [image: image2680.wmf] £ 
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. ((9.79)
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. Остаются случаи, перечисленные в утверждении. Все приведенные для этих случаев формулы, очевидно, следуют из (9.67)

 сочетание знаков 
> 
= 
 противоречит неравенству
, вытекающему из условия дополнительности 
Основной смысл этого утверждения в том, что, если только все проценты и доходности не равны, собственник банка не будет держать в нем свои сбережения, поскольку доходность на капитал банка не ниже процента по депозитам. 

Следует заметить, что этот результат отличает данную модель от тех моделей классической рыночной экономики, которые мы изучали раньше [5]. Там вопрос о сбережениях собственников можно и нужно было решать независимо от доходности производства, и мы предполагали, что у собственников сбережения есть, а у домашних хозяйств (трудящихся)  сбережений нет.

Дело в том, что в прежних работах мы использовали другую схему описания взаимодействия агента-собственника и агента-собственности. Она состоит в том, что собственник задает фирме или банку не программу, а функционал от потока дивидендов, например, функционал дисконтированной прибыли с заданным коэффициентом предпочтения времени. Фирма или банк максимизирует этот функционал, передает собственнику дивиденды, а собственник, планируя свое потребление, воспринимает эти дивиденды как навязанный поток, подобный потоку зарплаты у домашних хозяйств в рассматриваемой здесь модели. В этом случае вопрос о сбережениях решается независимо от доходности собственности, подобно тому, как решается вопрос о сбережениях [image: image2686.wmf](
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 - 
Схема взаимодействия с заданным функционалом тоже может быть использована для представления идеального равновесия, но приводит к более громоздким результатам и содержит значительный произвол и натяжки. Впрочем, возможно, она еще не достаточно исследована.

Что же касается данной модели, то, в связи с полученным результатом, обнаруживается некоторое эмпирическое несоответствие принятому прототипу. Согласно Утв. 9.9.2.6 сбережения, грубо говоря, есть либо у трудящихся, либо ни у кого. Но в исторический период экспансии рыночной экономики в XIX в. сберегателями были собственники-рантье, сбережения которых были существенным фактором экономического развития. Вероятно, выше мы неточно отразили смысл сбережений для собственника. Сбережения служили, скорее всего, не просто источником дохода наравне с капиталом, а источником дохода надежным, в известном смысле страхующим рискованные капиталовложения. Вспоминается, например, герой романа О. Бальзака «Отец Горио», который в молодости сделал состояние на спекуляциях русской пшеницей и тут же свернул дела, предпочтя жить на ренту. 

Здесь, в рамках чисто иллюстративного примера, мы, конечно, не будем развивать эти построения, а просто выберем одну из возможностей, предоставляемых системой (9.86)

.
(9.75)

 - 
9.9.3 Равновесие с равными процентами

 Чтобы выделить в построенной модели траектории, наиболее похожие на те, которые описывались в прежних версиях модели, будем рассматривать случай совпадающих процентов (9.88)

, причем тот его вариант, когда домашние хозяйства сбережений не делают 
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В этом режиме сбережения не определяются, поэтому дополнительно предположим, что условие резервирования выполняется как равенство
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Такой подход может показаться чистым волюнтаризмом, однако мы полагаем, что он имеет смысл, Более того, именно таким способом можно реализовать те новые возможности, которые открывает существенная неединственность межвременных равновесий. Конечно, было бы полезнее и интереснее разобраться, какие дополнительные механизмы определяют оставшиеся переменные. Однако, дополнив модель, мы усложним ее и сделаем более специфичной. Кроме того, мы ничего не узнаем о той модели, с которой начали, кроме того, что она неполна.

Но ведь это была модель равновесия! На любой ее траектории выполнены два важнейших условия

· Агенты ведут себя рационально в рамках учтенных ограничений.

· Выполнены совместные для агентов ограничения балансов активов. 

Поэтому представляется, что выбор интересных траекторий среди множества равновесных или обзор всех этих траекторий, например, методом множеств достижимости [57] может стать хорошим инструментом исследования и дальнейшего развития моделей.

На выбранных траекториях равновесия все проценты равны назначаемому государством проценту. Это есть следствие некой «синкретичности» модели, в которой на систему производственных отношений, характерных для XIX в., мы наложили жестко регулируемую государством кредитно-денежную систему, соответствующую середине XX в. Пример исследования естественно приводить для случая, когда параметры государственной экономической политики [image: image2690.wmf](
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[image: image2692.wmf],

,

,

 = 

(

)

r

k

t

r

 = 

(

)

r

s

t

r

 = 

(

)

r

g

t

r

 = 

(

)

p

t

p


[image: image2693.wmf]0

³


Мы изучаем конкретный режим, который не обязан сохраняться до конца процесса, поэтому терминальные условия 9.1.2(9.78)

 нас не интересуют (см. раздел  GOTOBUTTON ZEqnNum269364  \* MERGEFORMAT ), хотя мы и будем иметь в виду то, что, в конце концов, траектория должна придти в состояние (9.87)

.

Теперь посмотрим, что станет с системой (9.81)

 сводятся к неравенству 
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 при сделанных предположениях. Условия дополнительности (9.75)
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Выражая из (9.86)

 выражение для 
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, (9.90)

 величины 
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, получаем из (9.89)
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Подставив его в (9.91)

.
(9.82)

, получим выражение для величины 
, которая сама по себе нам не нужна, но которая должна удовлетворять неравенству 
Величину [image: image2702.wmf](
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 оставляли ей место. С учетом 
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которое фактически является ограничением сверху на величину государственного долга [image: image2704.wmf](
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Заметим, наконец, что неравенство [image: image2705.wmf] < 
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 и остальных неравенств, неравенство 
 следует из 
В конечном итоге мы получаем систему, которая описывает движение вдоль выделенной равновесной траектории
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Неравенство (9.91)

.
(9.94)

 получилось в результате подстановки выражения для 
 в 
9.9.4 Переходной режим и сбалансированный рост

В принципе мы получили то, что хотели – динамическую систему, которая описывает переходной процесс, на котором все агенты ведут себя рационально, и выполнены все соотношения балансов. Система эта, правда, несколько особенная. Начальное условие на  [image: image2723.wmf](
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 не задано. Его надо искать из терминального условия. По этой причине к обычным рассуждениям о реализуемости устойчивых и нереализуемости неустойчивых траекторий надо подходить с осторожностью.

Исследовать систему (9.96)

 удобнее всего в нормированных переменных 
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Кроме того, можно исключить цену [image: image2727.wmf](
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из первого соотношения (9.95)

. В результате получится система
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Уравнения (9.99)

 отщепляются. Если исключить из них темп инфляции 
, то для 
получится уравнение
(9.98)
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Для строго вогнутой монотонной функции [image: image2741.wmf](
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 правая часть уравнения (9.100)

 имеет единственный корень, который является глобально устойчивым положением равновесия для этого уравнения. 

Содержательно уравнение 
(9.100)

 описывает сравнительно медленную адаптацию цен 
 к данным уровням зарплаты 
 и процента 
. В силу глобальной устойчивости при долгом движении в рассматриваемом режиме либо величина 
 будет близкой к 
, либо начальные условия для цены должны принимать значение почти 0 или почти  GOTOBUTTON ZEqnNum683309  \* MERGEFORMAT , что содержательно отвечает невозможности данного режима. 

Будем считать, что цены уже установились на нужном уровне. Тогда 
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Очевидно, что устойчивым является меньший из них
. 

Пусть второй корень отрицателен. Хотя он и отвечает устойчивому стационарному решению дифференциального уравнения, как траектория межвременного равновесия он реализоваться не может, поскольку нарушается условие [image: image2759.wmf] < 
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 неограниченно растет за конечное время. Поэтому в силу материального баланса 
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 темп роста мощности будет идти к 
, и мощность обратится в 0. Но это может произойти на равновесной траектории только при 
. Поэтому, чтобы режим продолжался достаточно долго, нужно выбирать  GOTOBUTTON ZEqnNum625902  \* MERGEFORMAT  при 
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. В результате на начальном участке равновесной траектории мы будем наблюдать режим, близкий к режиму сбалансированного роста с отложенным потреблениемxe "сбалансированный рост с отложенным потреблением" собственников [38]. Обратим внимание, что фактически равновесная траектория реализует неустойчивое равновесное состояние динамической системы.

В нашей старой работе [5] модель классической рыночной экономики фактически описывала движения именно в окрестности режима роста с отложенным потреблением. Темп роста в режиме с отложенным потреблением постоянен и определяется из баланса
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При 
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, т.е. при малом государственном потреблении, этот баланс превращается в условие оптимального сбалансированного роста
 Р. Солоу [56]. В данном случае, оно означает, что режим с отложенным потреблением собственников обеспечивает при данном темпе роста максимальное потребление на одного занятого. 

Впрочем, собственники на этом режиме тоже получат свое, но позже. Режим реализуется, когда коэффициент предпочтения времени собственников [image: image2767.wmf]d

C

 мал (второй из корней (9.101)

 отрицателен), т. е. когда собственники бережливы и дальновидны и предпочитают подождать плодов быстрого экономического роста.

14. Пусть второй из корней (9.87)

. Поэтому, в первую очередь, как равновесную траекторию следует рассматривать движение направо от положительного корня.(9.101)

 положителен. Тогда формально возможны два движения: направо от положительного корня и налево – к режиму с отложенным потреблением собственников. Последнее движение сопровождается увеличением темпа роста мощности, так что без переключения режима оно не может дойти до терминального условия 
Это движение во всем подобно движению в случае О., когда второй корень отрицателен, но отвечает сбалансированному росту с темпом меньшим, чем в случае О. Заметим, что случаи О. и П. отличаются не технологией, а психологией собственников и государственной экономической политикой.

На память сразу приходят два пути развития реальных рыночных экономик в XIX – XX вв., условно говоря, путь Канады и путь Аргентины. Обе страны начали самостоятельное развитие примерно одновременно – в конце  XVIII в. Обе располагали огромными ресурсами и благоприятными природными условиями (в обитаемой зоне). Обе привлекали большое количество квалифицированных и трудолюбивых иммигрантов. Однако Канада динамично развивалась и стала одной из богатейших стран мира, а Аргентина в течение полутора столетий развивалась крайне медленно, несмотря на то, что получила колоссальную выгоду от двух мировых войн. 

Этим результатом мы заканчиваем анализ модели, а вместе с ним и книгу.

Заключительные замечания

Все надежды и планы, которые автор связывает с моделями межвременного равновесия, уже рассказаны в тексте. Осталось сказать только, что сделано. Были рассмотрены 5-6 моделей разной степени сложности. Анализ их довольно сложен. Исследовать до конца удалось лишь простейшую модель, в которой есть только производители и собственники, и выпуск всегда равен мощности. Так что для исследования рассматриваемого класса моделей придется развивать специальные методы, как численные, так и аналитические. 

Совместно с акад. А.А. Петровым была написана довольно большая и сложная модель межвременного равновесия, предназначенная для анализа пореформенной экономики России. Формальное перечисление возможных режимов в этой модели дает надежду на то, что модель сможет описать всю последовательность этапов развития российской экономики после 1992 г., – последовательность, которую мы описывали тремя разными моделями. Описание модели мы даже планировали включить в эту книгу, но решили оставить публикацию до того времени, когда научимся эту модель считать. 

Дополнение к главе 3: Равновесие в регулярной модели Эрроу-Дебре с полным участием без постоянных издержек 

В этом разделе приводятся доказательства теоремы существования и теорем благосостояния для модели Эрроу-Дебре (Утв. 3.3.1.2, Утв. 3.3.1.3, Утв. 3.3.1.4). Начнем с теорем благосостояния, потому что их доказательства значительно проще, чем доказательство существования. Нумерация формул в дополнении сквозная и независимая от остальных разделов. 

Д1.1 Доказательство Утв. 3.3.1.3 – первой теоремы благосостояния
Пусть  
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 Эрроу-Дебре с полным участием без постоянных издержек, т.е. набор последовательностей потребления, чистых продаж и цен и доходов потребителей, которые при заданных  MACROBUTTON MTEditEquationSection2 Equation Section 1 удовлетворяют условиям раздела  3.3. Для удобства мы их здесь приведем все вместе в более удобной для доказательств форме 
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при этом параметры модели удовлетворяют условиям:

· полного участия
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· отсутствия постоянных издержек 
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продуктивности 
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Из 
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, следует, что (3)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum920867  \* MERGEFORMAT   при всех  
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 для сильно ненасыщаемых функций  GOTOBUTTON ZEqnNum286785  \* MERGEFORMAT  ледует, что 
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Отсюда, в силу (5)

 получаем, что в равновесии доходы всех потребителей положительны
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При положительных доходах бюджетные ограничения 
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 удовлетворяют условию Слейтера, а, следовательно, по необходимым условиям Куна-Таккера для каждого  GOTOBUTTON ZEqnNum892246  \* MERGEFORMAT  существует множитель Лагранжа 
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Поскольку функции 
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Полагая 
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при некоторых 
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. При этом в силу условий дополняющей нежесткости (10)
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Подставляя в полученные соотношения выражения 
(3)

, (5)

 и учитывая, что в силу (2)

, используя  GOTOBUTTON ZEqnNum837408  \* MERGEFORMAT  получаем, что
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Тогда, по определению, 
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 – расширенная эффективная траектория. 

Д1.2 Доказательство второй теоремы благосостояния – утверждения Утв. 3.3.1.4
Пусть 
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Выберем 
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является равновесием в регулярной модели с полным участием без постоянных затрат при некоторых 
[image: image2815.wmf],

a

PH

, удовлетворяющих (5)

. 

Из 
(11)

 сразу следует, что  GOTOBUTTON ZEqnNum437125  \* MERGEFORMAT  удовлетворяет условию (13)

 получается, что
(12)

 и определения доходов (8)

. Из условий дополняющей нежесткости (3)

, и так же, как в предыдущем доказательстве, из продуктивности вытекает положительность суммарной прибыли 
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Все величины здесь уже заданы определением 
(13)

. Остается только представить их через доли доходов  GOTOBUTTON ZEqnNum466495  \* MERGEFORMAT . Это можно сделать многими способами. Например, можно положить 
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Так определенные доли доходов удовлетворяют условию нормировки в (5)

. Остается только показать, что они положительны.

Выражая прибыли в (14)

, получаем, что потребление на исходной сильно эффективной траектории можно задать как
(11)

 через доходы из 
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Из 
(13)

 и основного свойства сильно ненасыщаемых функций (2.1.16) следует, что (16)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum484227  \* MERGEFORMAT , так что данное выше определение долей участия в доходах (5)

.
(15)

 удовлетворяет всем условиям 
Наконец, если рассматривать определение дохода в 
(13)

 как условие дополняющей нежесткости, а  GOTOBUTTON ZEqnNum610025  \* MERGEFORMAT  – как множитель Лагранжа при бюджетном ограничении, по достаточным условиям Куна-Таккера получим, что потребление на сильно эффективной траектории удовлетворяет (13)

 – это действительно равновесие.
(1)

. Таким образом, 
Д1.3 Доказательство существования равновесия 
Д1.3.1 Точка равновесия как точка Нэша
Доказанное утверждение 2.1.6. означает, что равновесие существует при некоторых наборах положительных долей участия доходах. Осталось показать, что фактически оно существует при любых положительных долях. Мы даем здесь полное независимое доказательство, потому что, как оказывается, аккуратное применение промежуточных утверждений, например, леммы Гейла [37], требует почти таких же затрат усилий, как и полное доказательство.

Доказательство пойдет стандартным путем – сведением вопроса существования равновесия к вопросу существования неподвижной точки некоего точечно-множественного отображения и применением теоремы Какутани. Остановимся на экономическом смысле этого отображения, на который редко обращают внимание.

Доказанные выше утверждения показывают, что равновесные выпуски и потребления, когда они существуют, определяются из задачи оптимизации (11)

, в которой цены играют роль множителей Лагранжа. Согласно теореме о седловой точке 
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Теперь конкурентное равновесие принимает вид равновесия по Нэшу в игре 
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 – выбор ассортимента и объема чистых продаж 
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 являются управлениями дополнительного игрока – «торговца», который согласно 
(17)

 стремится максимизировать торговую прибыль  GOTOBUTTON ZEqnNum611694  \* MERGEFORMAT . (В равновесии ее максимальное значение равно 0). Согласно концепции некооперативного решения игры (равновесия по Нэшу) каждый игрок делает выбор в соответствии со своим критерием ((17)

), считая управления остальных игроков заданными. 
(3)

 или (1)

, 
В связи с задачей отыскания равновесия по Нэшу естественно рассмотреть точечно-множественное отображение оптимальных ответов: при заданном (не обязательно равновесном) наборе управлений всех игроков 
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 каждый игрок находит свои наилучшие управления по формулам ((17)

). Неподвижная точка этого отображения, очевидно, будет равновесием по Нэшу или, в нашем случае, конкурентным равновесием. (3)

, (1)

, 
Как известно, основным препятствием к доказательству существования неподвижной точки для описанного выше отображения в модели Эрроу-Дебре является нерегулярная зависимость бюджетного множества 
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 от цен. В случае регулярной модели, по крайней мере для «обрезанного» бюджетного множества, этой проблемы не возникает, что показывают следующие две леммы.
Д1.3.2 Леммы о замкнутости графика бюджетного множества
Замкнутость графика бюджетного множества в регулярной модели следует из того, что доходы можно считать отделенными от 0. Точные формулировки содержатся в двух следующих леммах. 

Утв Д1.3.2.1 О непрерывности бюджетного множества
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Утв Д1.3.2.2 О замкнутости графика отображения Argmax
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Тогда точечно-множественное отображение 
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имеет замкнутый график.
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Доказательство. Пусть 
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Из 
(19)

 следует, что  GOTOBUTTON ZEqnNum613397  \* MERGEFORMAT , а тогда из 
(18)

 вытекает, что  GOTOBUTTON ZEqnNum605691  \* MERGEFORMAT . Пусть 
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,  GOTOBUTTON ZEqnNum605691  \* MERGEFORMAT . 

Из 
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 следует, что  GOTOBUTTON ZEqnNum613397  \* MERGEFORMAT . Переходя в этом неравенстве к пределу, в силу непрерывности 
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Д1.3.3 Доказательство Утв. 3.3.1.2
Из условий, 
(7)

 наложенных на множества чистых продаж, вытекает, что существуют положительные последовательности наборов продуктов векторов  GOTOBUTTON ZEqnNum263991  \* MERGEFORMAT  такие, что первую производители в принципе могут предложить на рынок 
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а вторую – заведомо нет.
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В равновесии купить и потребить продуктов больше 
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 нельзя. Это соображение позволяет компактифицировать спрос потребителей и покупки производителей. Остановимся на последней процедуре. 

Поскольку купить больше 
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 продуктов в равновесии нельзя, при отыскании равновесия достаточно в качестве множеств чистых продаж рассматривать множества
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Эти множества представляют собой выпуклые компакты.

Покажем, что  в сумме они по-прежнему содержат 
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Из 
(20)

 вытекает существование векторов чистых продаж  GOTOBUTTON ZEqnNum803176  \* MERGEFORMAT  таких, что 
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 положительные компоненты этих векторов меньше  GOTOBUTTON ZEqnNum263991  \* MERGEFORMAT . Поэтому
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Из этого неравенства, следует, что отрицательные компоненты векторов 
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В силу 
(3)

 в равновесии реализуется только северо-восточная граница множества  GOTOBUTTON ZEqnNum549015  \* MERGEFORMAT , что позволяет еще сузить область предложения и отделить от 0 доходы собственников.

Зафиксируем произвольный симплекс 
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Это множество не пусто и ограничено. Покажем, что оно замкнуто. Пусть последовательность 
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 существует последовательность  GOTOBUTTON ZEqnNum142541  \* MERGEFORMAT  такая, что 
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Поскольку 
[image: image2901.wmf]S

 компактно, можно считать, что 
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, получаем, что  GOTOBUTTON ZEqnNum299257  \* MERGEFORMAT . Заметим, что из определения множества 
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Наконец рассмотрим множество наборов чистых продаж производителей, которые в сумме реализуют векторы из выпуклой оболочки 
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Поскольку все происходит в пределах множества 
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А поскольку выпуклая оболочка компакта – выпуклый компакт, множество 
[image: image2910.wmf]Y

 – непустой выпуклый компакт. 

Это и есть искомая компактификация множеств чистых продаж. Поскольку взятие выпуклой оболочки сохраняет линейные неравенства, из (25)

 следует, что
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Теперь начнем строить отображение оптимальных ответов. Множество 
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 мы будем рассматривать как область возможных выборов производителей вместо исходного множества 
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. В качестве области выбора потребителей будем рассматривать множества 
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Именно здесь важна положительность долей участия.

Теперь на непустом выпуклом и компактном множестве
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зададим точечно-множественное отображение 
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где 
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· Значения 
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 попадают в 
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: для первых трех компонент это очевидно, а для последней – следует из (28)

. 
(27)

, 
· Значения 
[image: image2927.wmf]Q

 – выпуклые компакты: для последней компоненты – одна точка, а для первых трех – множества решений вогнутых задач оптимизации на компактах.

График 
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  замкнут. Для последней компоненты это следует из непрерывности правой части, для второй и третьей – из Леммы A.2 в частном случае, когда 
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. Для первой компоненты замкнутость графика тоже вытекает из Леммы A.2 с учетом Леммы A.1., применимость которой обеспечивается положительностью доходов (28)

.
Таким образом, по теореме Какутани отображение 
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 имеет неподвижную точку 
[image: image2931.wmf]Î

h*D

. Покажем, что она удовлетворяет условиям равновесия (4)
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Условие 
(2)

 при  GOTOBUTTON ZEqnNum129334  \* MERGEFORMAT  очевидно выполнено. Из 
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 при (31)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum232531  \* MERGEFORMAT  получаем, что 
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Но из 
(30)

 при  GOTOBUTTON ZEqnNum379530  \* MERGEFORMAT  
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а правая часть этого выражения была бы положительна, если бы нарушилось неравенство
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Таким образом, при 
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 выполнено условие баланса (4)
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Из 
(21)

 следует, что ограничение (32)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum393820  \* MERGEFORMAT  в 
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 при  GOTOBUTTON ZEqnNum503575  \* MERGEFORMAT  неактивно. Его можно отбросить, и получится, что выполнено условие равновесия (1)
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но в силу 
(23)

  GOTOBUTTON ZEqnNum657264  \* MERGEFORMAT , и тогда из последнего включения в (33)

. Отсюда следует, что
(26)

 вытекает неравенство, противоположное 
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Однако, в силу 
(21)

 ограничение (32)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum106668  \* MERGEFORMAT  в этой задаче неактивно, значит выполнено последнее оставшееся условие равновесия (3)

.

Дополнение к главе 7: Интенсивные управления 

Д2.1 Постановка вопроса

Часто неудобно писать ограничения в терминах потоков и запасов. Гораздо удобнее бывает писать их в терминах интенсивных управлений: пропорций, загрузок и т.п. Например, ограничение выпуска вогнутой производственной функцией 
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чем непосредственно в потоках
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Однако, 
(1)

 – нет из-за члена (2)

 – вогнутое ограничение, а  GOTOBUTTON ZEqnNum608712  \* MERGEFORMAT . Заметим, впрочем, что ограничение 
(1)

 на экстенсивные переменные  GOTOBUTTON ZEqnNum768744  \* MERGEFORMAT  вогнуто при каждом фиксированном 
[image: image2954.wmf]x
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Хотелось бы поэтому распространить определение регулярного решения на некоторые невыпуклые задачи, в которых часть ограничений не снимается множителями Лагранжа. Поэтому рассмотрим задачу более общую, чем (7.5)
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где 
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Задача 
(4)

 дополнительного интенсивного управления (7.5)

 присутствием в (7.1)

 - (5)

 отличается от исходной задачи (3)

   -    GOTOBUTTON ZEqnNum621394  \* MERGEFORMAT , связанного понтрягинским ограничением 
(5)

, а также отсутствием требования вогнутости функции  GOTOBUTTON ZEqnNum476689  \* MERGEFORMAT .

Регулярное решение этой задачи определим так же, как и в разделе 0, только ограничение (5)

 множителем Лагранжа снимать не будем 

Д2.2 Регулярное решение задачи (5)

(3)
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 называется тройка (3)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum621394  \* MERGEFORMAT 
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удовлетворяющая условиям:
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Набор 
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 из регулярного решения является, разумеется, обычным решением. Это доказывается точно также, как в 0, которое, как отмечалось, не требует вогнутости задачи.

Утв Д2.2.1.1 Необходимые условия регулярной оптимальности при наличии интенсивных управлений
Пусть вектор-функция 
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где
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Доказательство. Зафиксируем оптимальное значение 
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. По условию лагранжиан будет вогнутым по остальным управлениям 
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. По Утв. 7.3.2.4 оптимальное значение этих управлений должно удовлетворять условиям 
(9)

. Зафиксируем оптимальное значение (8)

 -  GOTOBUTTON ZEqnNum921852  \* MERGEFORMAT . Из 
(7)

 видно, что максимум лагранжиана по  GOTOBUTTON ZEqnNum454927  \* MERGEFORMAT  достигается, только если выполнено (9)

.
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В отличие от выпуклого случая здесь получается только необходимость.
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�Заметим, что в западных странах доходность государственных ценных бумаг ниже доходности акций производственных предприятий. Поэтому в развитых странах государственные ценные бумаги рассматриваются как безрисковые, но малодоходные вложения. Они страхуют основные более рискованные, но более доходные вложения в производство. В России, наоборот, доходность ГКО была выше темпа роста ВВП, поэтому рынок ГКО был неустойчивой "пирамидой".


� В классической математической экономике до сих пор выделение экономических агентов считается формальной операцией. Исследователи стремятся получить общие результаты, которые верны для произвольного числа экономических агентов. Мы, напротив, считаем, что выделение экономических агентов определяет степень агрегированности модели и ее структуру.


� С этой точки зрения автору кажется очень плодотворным изложенный в [� REF r_Шрейдер \r \h ��23�] взгляд на систему моделей сложных систем, как на математическую категорию. Понятия теории выступают в этом случае не как собрания частных случаев, а как морфизмы, отображающие одну частную модель в другие.


� В синтаксисе канонической формы обозначения параметров модели, т.е. экзогенных величин, отличаются от обозначений эндогенных величин – переменных модели. Кроме переменных и параметров, соотношения модели могут содержать еще функции, определенные пользователем. 


� Т.е. относящимся к одному агенту, а не ко всей экономике.


�  При частичном (не полном) порядке, например, таком, который задается покомпонентным сравнением векторов, возможен случай несравнимых пар � EMBED Equation.DSMT4  ��� и � EMBED Equation.DSMT4  ���, для которых оба утверждения  � EMBED Equation.DSMT4  ���, � EMBED Equation.DSMT4  ��� неверны.


� Впрочем, литература, посвященная модели Эрроу-Дебре, столь обширна, что гарантировать новизну почти невозможно, и автор будет благодарен, если ему укажут источник,  где встречался предлагаемый ниже подход и результаты.


� В той же книге рассмотрены примеры равновесия с невыпуклыми предпочтениями.


� Отношение к исходной сумме долга всех платежей должника, включая возврат занятой суммы. «Обычный» (нетто-) процент выражается через � как �, так что при положительном брутто-проценте обычный процент может быть и отрицательным.


� Систематически измеряются в экономике именно номинальные величины, связанные с фактическими денежными платежами, а реальными называются расчетные величины, полученные из номинальных процедурами, содержащими значительный произвол [� REF r_Балансы \r \h ��21�].


� Обычно в выражение дисконтированной прибыли первое слагаемое входит с единичным весом, а у нас – с весом �. Это связано с тем, что мы рассчитываем финансовые показатели на конец периода, а не на начало, как делается обычно. Выбранный здесь способ несколько упрощает индексацию в суммах по времени.


� Возможно, в будущем, с развитием информатизации рынков ,  положение изменится. На наиболее развитых финансовых рынках спрос и предложение можно оценить по поступающим заявкам.


� О зарплате речь не идет, поскольку труд в модели не рассматривается. Пособия должны быть положительными, поскольку в отсутствии вложений капитала задача потребителя при � не имеет решений.


� Это возможно именно вследствие постулированной регулярности решения задачи собственника.  


� не несущих издержек на осуществление торговых операций и не производящих дополнительных услуг


� Здесь и ниже �,  �.


� В одном частном случае такое определение производителей не встречает трудностей. Если считать, что потребители владеют ресурсами, а производственные возможности линейно-однородны по этим ресурсам, то в равновесии прибыль производителей нулевая, и доходы потребителей формируются исключительно за счет продажи ресурсов. Этот случай соответствует экономической теории факторов производства Дж. Кларка.


� Термин «капитал» употребляется в экономической литературе в разных смыслах. Нашему понятию соответствует английское «own capital». Но термины «fixed capital» и «working capital» обозначают составляющие активов, а не пассивов. Ниже две последние величины мы называем балансовой стоимостью, соответственно, оборотных  и основных фондов, слово же «капитал» у нас всегда означает собственные средства в составе пассивов.


� Хотя, как говорилось выше в разделе � REF _Ref22606554 \n \h ��5.1.3�, эта величина в рамках модели может быть отрицательной, в типичном случае она положительна, и мы относим ее к активам без разделения на положительную и отрицательную части.


� Имеются серьезные эмпирические свидетельства того, что зависимость выпуска продукции от затрат труда в современной России не вогнута. Объяснения этому пока нет.


� По традиции мы называем многомерные показатели векторами, но, по существу, это просто списки (упорядоченные конечные множества) – ведь преобразований базиса мы не делаем. Группы компонент таких списков – это инвариантные объекты: новые списки.


� Выбытие и затраты ресурсов на хранение – это внутренние материальные потоки, а прибыль от переоценки – фиктивный поток, который автоматически возникает при исчислении капитала.


� Положительные для требований и отрицательные для обязательств.


� На бирже все активы абсолютно ликвидны, поскольку маклер может продавать бумаги, которых у него фактически нет (находиться в «короткой позиции»). 


� Можно рассмотреть и многих собственников, но в примере ниже все собственники фирмы объединены в одного агента, и мы для простоты сразу будем рассматривать одного собственника


� Например, монопольные рынки вряд ли удастся описать с помощью рассматриваемых здесь задач.


� Точное определение возникает, разумеется, потому, что мы работаем в рамках четко очерченных ограничений и однозначно определенной цели агента. 


� Уравнение � GOTOBUTTON ZEqnNum189768  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum189768 \! \* MERGEFORMAT �(8.33)�� неоднородно, поэтому принимая вариант A, мы в описании собственника формально выходим за рамки задачи � GOTOBUTTON ZEqnNum201204  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum201204 \! \* MERGEFORMAT �(7.1)�� - � GOTOBUTTON ZEqnNum959959  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum959959 \! \* MERGEFORMAT �(7.5)��. Это, прочем, не вызывает особых трудностей, за исключением той, что уравнения перестают сохранять знак капитала и капиталовложений. 


� Эти функции пригодны для отыскания условий регулярной оптимальности в задаче оптимизации общего вида.


� Эта система использовалась в книге до сих пор. Особое достоинство MathType 4 – настоящий нумератор формул, не требующий присвоения формулам псевдонимов с последующим перепечатыванием этих псевдонимов с бумажки.


� Кроме Scientific Word, который, возможно, удобнее всего, но не русифицирован.


� Модели системного анализа развивающейся экономики маломерны так, что потребности в векторной записи в конкретной модели практически никогда не возникало.


� Выражение � обозначает в Maple частную производную функции � по �у аргументу, вычисленную в точке �. Такое обозначение введено потому, что запись производной сложной функции с помощью операторов � некорректна.


� Строго говоря, вспомогательные величины � и�, следовало бы пометить индексами «P» и «y», соответственно, но мы не хотим слишком загромождать формулы. 


� В исходных моделях классической рыночной экономики [� REF r_PPSH \r \h  \* MERGEFORMAT ��5�] рассматривалась и ситуация дефицита труда. Но здесь мы этот случай опускаем.


� Условие дополнительности �, � GOTOBUTTON ZEqnNum897969  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum897969 \! \* MERGEFORMAT �(9.1)��, можно попытаться приближенно заменить равенством � и неравенством � при �. Такая регуляризация позволяет иногда с успехом применять к получившейся системе методы асимптотического разложения по малому параметру �, а также делает решения по виду более реалистичными – переменные перестают «прыгать по углам». Увы, такая трактовка условий дополнительности создает свои проблемы, как содержательного, так и математического характера, и мы оставляем ее, как предмет будущего исследования. Однако при подсчете уравнений будем относить к ним и условия дополнительности.


� Если не «замораживать» переменную  �, то меньшему корню отвечает устойчивый узел, а большему – седло. Движения около них классифицируются, по сути, так же, как и в рассматриваемом частном случае.


� Условие выглядит несколько необычно, поскольку записано через отношение �, а в учебниках его обычно выражают через обратную величину фондовооруженности труда �.
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